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Resumo
A partir dos campos eletromagnéticos obtidos dos potenciais de Liénard-Wiechert gerados
por uma carga pontual elétrica em movimento, construímos as equações de movimento
para duas partículas carregadas. Para construir as equações de movimento usamos a
força de Lorentz, dp
dt
= q(E + v × B), onde E e B são os campos elétrico e magnético
respectivamente e p é o momento relativístico. Fazendo um reescalonamento temporal e
espacial obtemos um sistema de equações diferenciais que depende de apenas um parâ-
metro: a razão das massas. Com a dinâmica do sistema dependendo apenas da razão das
massas e das condições iniciais, podemos simular um sistema elétron-pósitron e qualquer
outro sistema de duas cargas elétricas pontuais. Para cada sistema podemos analisar à
aceleração, velocidade e posição das partículas, à aceleração relativa, velocidade relativa e
posição relativa das partículas bem como a do centro de massa e o tempo de decaimento.
Analisando as equações do movimento em coordenadas polares deduzimos uma expressão
para o tempo de decaimento das partículas, o qual depende do raio inicial e da razão entre
as massas.
Abstract
From the electromagnetic fields obtained from the Liénard-Wiechert potentials generated
by an electric point charge in motion, we build the equations of motion for two charged
particles. To build the equations of motion we use the Lorentz force, dp
dt
= q(E+ v×B),
where E and B are the electric and magnetic fields respectively and p is the relativistic
momentum. Making a temporal and spatial rescaling we obtain a system of differential
equations which depends on only one parameter: the ratio of the masses. With the dy-
namics of the system depending only on the ratio of the masses and the initial conditions,
we can simulate an electron-positron system and any other system two point electric
charges. For each system we can analyze the acceleration, velocity and position of the
particles, the relative acceleration, relative velocity and relative position of the particles
as well as the center of mass and the decay time. Analyzing the equations of motion
in polar coordinates we deduce an expression for the decay time of the particles, which
depends on the initial radius and the ratio of the masses.
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Capítulo
Introdução
A partir do modelo atômico de Bohr para o átomo de hidrogênio no estado
fundamental, temos que o elétron move-se em uma órbita circular de raio a0 = 0.53 ×
10−10 m ao redor do próton. Como o elétron é acelerado uma análise clássica sugere
que ele irá continuamente irradiar energia, e, portanto, o raio da órbita iria diminuir
com o tempo[1]. O caso em que a órbita do elétron pode ser considerado quase circular
é uma situação simples o bastante e também corresponde bem ao regime conhecido das
trajetórias clássicas do elétron irradiando. Devido à emissão de radiação clássica, qualquer
órbita limitada, que é inicialmente elíptica, torna-se quase circular enquanto o elétron
espirala em direção ao núcleo [3],[4] e [5].
Sabemos que pelo modelo de Schrödinger o átomo de higrogênio no estado funda-
mental é estavél, portanto não observamos o colapso do elétron. Entretanto, se desconsi-
derarmos o modelo de Schrödinger e fizermos uma análise clássica qual seria o tempo de
decaimento do elétron? Não somente esta questão surge, mas também podemos nos per-
guntar sobre a dinâmica destas duas partículas. E se considerarmos outras duas partículas
carregadas que tenham massas diferentes das do próton e do elétron?
O objetivo deste trabalho é fazer uma análise da dinâmica de duas partículas
clássicas carregadas em um regime não relativístico. A construção desse sistema apresenta
algumas dificuldades na integração numérica que pode levar a sérios problemas: (i) Como
tratar o tempo de retardo nas equações de movimento para definir órbitas físicas regulares
e (ii) evitar soluções explosivas [2].
No capítulo (I) faremos uma breve revisão das equações de Maxwell para cons-
truirmos os potenciais de Liénard-Wichert, uma vez que os campos eletromagnéticos ge-
rados por uma carga carregada em movimento são obtidas a partir destes potenciais. No
capítulo (II) utilizaremos os campos calculados no capítulo (I) para construir as equações
de movimento para duas partículas pontuais carregadas. Uma vez obtido o sistema de
equações diferenciais que descreve a dinâmica das duas cargas, realizaremos uma transfor-
mação das escalas temporal e espacial de modo que as equações de movimento dependam
apenas de um parâmetro: a razão das massas das partículas. No capítulo (III) faremos
um estudo analítico e numérico das equações e assim obter a aceleração, velocidade e
posição das partículas, tempo de decaimento, posição, velocidade, aceleração relativa e do
centro de massa. No capítulo (IV) encontraremos uma expressão para descrever o tempo
de decaimento em função do raio inicial e a razão das massas das partículas. No capítulo
(V) iremos tratar da radiação emitida pelas partículas e por fim no capítulo (VI), iremos




Neste capítulo revisaremos alguns conceitos do eletromagnetismo e usaremos os
conceitos estabelecidos para obter a equação diferencial desejada para o estudo do pro-
blema.
1.1 Potenciais Escalares e Vetoriais
e Calibre de Lorentz
As equações de Maxwell na forma,
∇ · E = ρ
0
(1.1.1)
∇ ·B = 0 (1.1.2)
∇× E = −∂B
∂t
(1.1.3)
∇×B = µ0J+ µ00∂E
∂t
(1.1.4)
formam um conjunto de equações diferenciais de primeira ordem parciais e acopladas.
Para casos simples, elas podem ser resolvidas e obtemos os campos elétrico e magnético
de uma distribuição de carga ρ(r, t) e uma distribuição de corrente J(r, t). Porém, a
sua resolução para um caso geral não é tão simples, ou seja, não é uma tarefa fácil
determinar E(r, t) e B(r, t) dados ρ(r, t) e J(r, t) para um caso geral. Para o caso estático,
eletrostático e magnetostático, as leis de Coulomb e Biot-Savert podem ser aplicadas e
algumas técnicas podem ser utilizadas para resolver o problema, entretanto se analisarmos
um caso geral, em que todas as grandezas físicas relevantes ao problema podem depender
do tempo, aquelas duas equações, que são válidas para a condição estática, não podem ser
empregadas na forma usual em que conhecemos. Precisamos então estender a validade
delas para o caso geral.
Nos problemas de eletrostática e magnetostática utiliza-se o conceito de potencial
escalar e vetorial para a resolução desses problemas. Da mesma forma exploraremos o
conceito de potencial escalar e potencial vetorial para o caso geral.
Seja a equação (1.1.2)
∇ ·B = 0
que estabelece que o fluxo magnético através de uma superfície fechada é zero. Quando o
divergente de um campo vetorial é nulo, ele pode ser escrito como sendo o rotacional de
outro campo vetorial, conforme a relação
∇ · (∇× A) = 0.
3
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Assim, podemos definir um campo vetorial A de modo que
B = ∇× A. (1.1.5)
O campo A é o potencial vetor magnético e devemos lembrar que A = A(r, t). Pela
equação (1.1.3),
∇× E = −∂B
∂t
,
o campo elétrico não pode ser escrito simplesmente como E = −∇V , que é verdade
somente para o caso estático quando ∇×E = 0. Utilizando o potencial vetor magnético
na equação (1.1.3), podemos reescrevê-la da seguinte forma
∇× E = −∂B
∂t
,













Agora temos uma grandeza cujo rotacional é nulo, portanto podemos escrever essa gran-






E = −∇V − ∂A
∂t
. (1.1.6)
Assim temos os campos elétrico e magnético em termo dos potencias. Conside-
rando a equação (1.1.1),
∇ · E = ρ
0























(∇ · A) = − ρ
0
(1.1.7)
Partindo agora da lei de Ampère-Maxwell (1.1.4),
∇×B = µ0J+ µ00∂E
∂t
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e usando (1.1.5) e (1.1.6),obtemos







Aplicando a identidade ∇× (∇× A) = ∇(∇ · A) −∇2A na equação anterior obteremos
a seguinte expressão
∇(∇ · A)−∇2A = µ0J− µ00 ∂
∂t

























essa é a equação derivada da lei de Ampère-Maxwell.
As equações (1.1.7) e (1.1.8) podem ser simplificadas mediante uso de transforma-
ções de gauge (ou transformação de calibre), uma vez que as expressões (1.1.5) e (1.1.6)
não definem univocamente um potencial escalar V e um potencial vetorial A.
Podemos analisar isto observando novamente a equação (1.1.5)
B = ∇× A,
e utilizando a seguinte relação
∇× (∇θ) = 0.
Portanto, se considerarmos
A′ = A+∇θ, (1.1.9)
temos que o campo magnético correspondente será
B′ = ∇× A′
B′ = ∇× (A+∇θ)
B′ = ∇× A︸ ︷︷ ︸
B
+∇× (∇θ)︸ ︷︷ ︸
=0
B′ = B,
portanto o campo magnético permanece invariante sob transformação (1.1.9). Olhemos
agora o campo elétrico (1.1.6),
E = −∇V − ∂A
∂t
submetido a transformação (1.1.9)




= −∇V ′ − ∂
∂t
(A+∇θ) ,
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Se definirmos a transformação















E′ = −∇V − ∂A
∂t
= E,
tornando o campo elétrico também invariante. As transformações de calibre (1.1.9) e
(1.1.10) deixam os campos eletromagnéticos invariantes sob transformação de calibre.
Dentre várias transformações de calibre analisaremos o calibre de Lorentz que é de grande
importância para chegarmos ao nosso objetivo.
Para determinar o calibre de Lorentz, primeiro escolhemos a divergência do poten-
cial vetor magnético de modo a desacoplar a equação (1.1.7) e (1.1.8). Assim no calibre
de Lorentz escolhemos como















Definindo o operador D’Alembertiano como




podemos reescrever as equações acima da seguinte forma,




As duas equações acima são equações da onda, sendo uma para o potencial escalar e
a outra para o potencial vetor magnético.
1.2 Potenciais e Campos de Liérnad-Wiechert
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para obter os potenciais V (r, t) e A(r, t) associados às distribuições de carga ρ(r, t) e
J(r, t), respectivamente e, a partir deles, determinar os campos E(r, t) e B(r, t). Sabemos
que no caso estático as equações (1.1.11) e (1.1.12) são


















‖r− r′‖ dV. (1.2.14)
No caso estático as fontes dos campos e potenciais são fixos no tempo. No caso
geral elas não são constantes no tempo, de modo que as variações temporais nas fontes
vão produzir alterações nos potenciais por eles gerados. Temos as cargas localizadas na
posição r′ e o ponto de observação dos potenciais localiza-se na posição r, a "informação"de
que houve uma alteração na fontes deve percorrer uma distância ‖r− r′‖. Como há uma
diferença de tempo entre o instante em que as fontes emitem uma "informação"da posição






Os potencias observados no ponto r no instante do tempo t não dependem ins-
tantaneamente da configuração das cargas e das correntes no tempo t, mas sim de como
elas estavam num instante de tempo tr anterior, quando a "informação"foi emitida. Esse
tempo tr, chamado de tempo retardado, é dado por




Com o uso do tempo retardado, as soluções das equações (1.1.11) e (1.1.12) tornam-se,
mediante um extensão natural de (1.2.13) e (1.2.14),













‖r− r′‖ dV. (1.2.18)
Neste caso ρ e J são determinados no instante de tempo retardado tr, por isso os potenciais
acima são chamados de potenciais retardados.
Para a construção destes potenciais utilizamos simplesmente uma construção ló-
gica, entretanto não deduzimos e muito menos resolvemos as equações diferenciais re-
lacionadas a elas. No apêndice A na seção (1.1) é estabelecido um modo de resolução
utilizando as funções de Green. Consideremos uma partícula de carga q movendo-se no
espaço de modo que a sua posição atual seja descrita por rq(t), como mostra a figura
abaixo.
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Figura 1.2.1: Carga pontual em movimento
A posição no tempo de retardo é dado por rq(tr) e o ponto onde será determinado
os potenciais de retardo é indicado por r, que independe do tempo t. O vetorR representa
a diferença entre r e rq(tr), isto é,
R = r− rq(tr)
e por consequência, o tempo de retardo é determinado por meio da expressão
R = ‖r− rq(tr)‖ = c (t− tr) . (1.2.19)




ρ (rq(t), tr) dV,
em que ρ (rq(t), tr) é a densidade de carga calculada no tempo retardado tr. Se a partícula
não tivesse em movimento, a integral acima seria calculada sobre toda a distribuição de
cargas num único instante de tempo, e teríamos o valor da carga normal. Como a partícula
está em movimento, as contribuições de diferentes partes da distribuição de cargas são
calculadas em tempos retardados, tr = t − ‖r−rq(tr)‖c , diferentes e isso altera o valor da
carga total observada por um determinado fator geométrico.
A dilatação geométrica produzida pelo movimento de um objeto, com velocidade










onde L é o comprimento do objeto em movimento e L′ é o comprimento com que ele é
percebido. Os comprimentos perpendiculares à direção do movimento não são alterados
pelo fator acima, pois não há movimento nessas direções. Portanto, o volume do objeto
é alterado por um fator
V ′ =
V
1− Rˆ · β








Assim, o elemento de volume de um corpo em movimento torna-se
dV ′ =
dV
1− Rˆ · β , (1.2.20)




1− Rˆ · β .
Para realizar a integral, é preciso escrever a densidade de carga para uma carga pontual.
Nesse caso, utilizamos uma função delta de Dirac,
ρ (rq(t), tr) = qδ (rq(t)− rq(tr)) (1.2.21)
então a carga é ∫
V
qδ (rq(t)− rq(tr))
1− Rˆ · β dV =
q
1− Rˆ · β




e β = v(tr)
c
calculados no tempo de retardo. Agora podemos calcular o potencial retardado
mediante
















1− Rˆ · β ,




1− Rˆ · β , (1.2.22)
onde R = r − rq(tr) e que β = v(tr)c . O potencial acima é o potencial escalar retardado
para uma partícula pontual de carga q movendo-se com velocidade v(tr) num tempo tr.








Para determinar a densidade de corrente J(r′, tr), temos que o elemento de carga é definido
como
dq = ρdV = ρ dA ‖dl‖,
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onde dA é a área perpendicular ao movimento do elemento de carga dq que ocupa um
volume dV = dA ‖dl‖ e |dl‖ orienta-se na direção e sentido da velocidade de dq. Derivando







di = ρ dA v.
O lado esquerdo corresponde a corrente produzida pelo elemento de carga dq. A densidade





ou na forma vetorial, temos
J = ρv,
assim achamos
J(rq(t), tr) = ρ(rq(t), tr) v(tr). (1.2.23)
















qδ (rq(t)− rq(tr)) v(tr)
‖r− r′‖
dV






δ (rq(t)− rq(tr)) v(tr)
‖r− r′‖
dV











utilizando c2 = 1
µ00


















V (r, t). (1.2.25)
Os potenciais retardados dados por (1.2.22) e (1.2.24) - (1.2.25) são conhecidos como
potenciais de Liénard-Wicherd para uma carga pontual em movimento.
A partir dos potenciais retardados podemos determinar os campos retardados
utilizando as relações abaixo
E = −∇V − ∂A
∂t
,
B = ∇× A,







(R−R · β)3 +









× E(r, t). (1.2.27)
A contrução dos campos E(r, t) e B(r, t) é bastante laborioso, portanto o desenvolvimento
matemático pode ser visto no apêndice A na seção (1.2).
Capítulo II
Equação de Movimento Para Duas
Partículas Pontuais
Neste capítulo formularemos as equações de movimento de duas cargas pontuais
que interagem entre si através dos seus campos eletromagnéticos. Dada as equações de
movimento, faremos uma transformação de escala para obter somente um parâmetro.
Também analisaremos essas equações nas coordenadas do centro de massa e relativa.
2.1 Formulação do Problema
Consideremos duas cargas pontuais q1 e q2 e suas respectivas massas m1 e m2 em
movimento.
Figura 2.1.1: Partículas Pontuais em Movimento




















Ri(t) = ri(t)− rj(tr). (2.1.1)
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Para as partículas localizadas em r1(t) e r2(t) no tempo t temos:
Fi(t) = qi (vi(t)×Bi(t) + Ei(t)) (2.1.2)

































Portanto a equação diferencial na forma mais explícita é
γ3imivi(t)(vi(t) ·Ai(t))
c2
+ γimiAi(t) = Fi(t). (2.1.3)
Antes de resolvermos o sistema de equações faremos as seguintes aproximações: (i)
iremos desconsiderar o efeito de retardo, isto é, iremos considerar que toda "informação
propagada"é transmitida de forma instantânea, logo o tempo tr é dado por
tr = t− R(tr)
c
≈ t, (2.1.4)
(ii) iremos desconsiderar o termo relativístico a esquerda da equação (2.1.3), portanto a
equação torna-se
miAi(t) = Fi(t). (2.1.5)
Realizando essa aproximação, observamos o surgimento do acoplamento das acelerações.
Como veremos nas equações abaixo temos as acelerações provenientes do termo newtoni-
ano, ou seja a expressão a esquerda da igualdade e as acelerações provenientes das cargas
em movimento expressa a direita da igualdade.
Definimos X1, Y1, Z1 e V1x, V1y, V1z e A1x, A1y,A1z como as componentes carte-
sianas das posições, velocidades e acelerações da partícula 1 e X2, Y2, Z2 e V2x, V2y, V2z
e A2x, A2y, A2z como as componentes cartesianas das posições, velocidades e acelerações











As equações diferenciais para o sistema tridimensional serão dadas por1:
1No apêndice B, tratamos com mais detalhes as contas realizadas para chegar no sistema descrito
abaixo.













Y )V1yV2y + eY eZ(V1zV2y + V1yV2z)+
c2(e2Y + e
2







c0pir|c+ exV2x + eyV2y + ezV2z|3 q1q2 (V1yeXc+













c0pir|c+ exV2x + eyV2y + ezV2z|3 q1q2 (V1zeXc+
eXeZ(c






c0pir2|c+ exV2x + eyV2y + ezV2z|3 q1q2
(
V 22x + V
2
2y
+V 22z − c2
) (
eXc














+eY cV1x + eXeY (c













2e2X + eXeZ(V1zV2x + V1xV2z) + eZc(V1z




c0pir|c+ exV2x + eyV2y + ezV2z|3 q1q2
(−V1zV2y(e2Y + e2Z)





c0pir2|c+ exV2x + eyV2y + ezV2z|3 q1q2
(






) (−V1xV2yeX + V1xV2xeY + V1zV2zeY − eY c2 − cV2y
−eZV1zV2y)
(2.1.7)





c0pir|c+ exV2x + eyV2y + ezV2z|3 q1q2 (V1xeZc+ eXeZ





c0pir|c+ exV2x + eyV2y + ezV2z|3 q1q2
(−V1yV2z(e2Y + e2Z)















Y ) + eXeY (V1xV2y + V1yV2x)




c0pir2|c+ exV2x + eyV2y + ezV2z|3 q1q2
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Y )V1yV2y + eY eZ(V1zV2y










Y ) + eXeY (c



















c0pir2| − c+ exV1x + eyV1y + ezV1z|3 q1q2
(





−c2) (−V1zV2zeX − V1yV2yeX + eXc2 + V1xV2yeY + V1xV2zeZ
−V1xc)
(2.1.9)





























Y )V1xV2x − V1xeXc− V1zeZc
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c0pir2| − c+ exV1x + eyV1y + ezV1z|3 q1q2
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2
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c0pir| − c+ exV1x + eyV1y + ezV1z|3 q1q2 (−V1zV2y
(e2Y + e
2
Z) + V2yeZc+ V1zeY c+ eY eZ(V1xV2x − c2)
















Y )− eY cV2y






c0pir2| − c+ exV1x + eyV1y + ezV1z|3 q1q2
(
V 21x + V
2
1y
+V 21z − c2
)
(−V1zV2xeX − eY V1zV2y + eZV1yV2y
+eZV1xV2x − eZc2 + V1zc
)
(2.1.11)
este é o sistema de 6 equações diferencias que descreve o movimento das partículas.
2.2 Reescalonamento das Equações
Faremos uma transformação de escala de modo que as equações de movimento
dependam apenas de um único parâmetro: A razão das massas.
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Consideremos o seguinte reeescalonamento:
x = Lx, y = Ly, z = Lz , t = Tt. (2.2.12)













































































































































Substituindo os termos escalonados definidos em (2.2.12), (2.2.13) e (2.2.14) nas equa-









































































































































































































































































Os termos em parênteses são os mesmos das equações antes do escalonamento, porém
agora com a barra escrita acima das posições, velocidades e acelerações para diferenciar
e indicar a nova escala.




= η, com m2 ≤ m1, temos
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e por fim temos o parâmetro S
S = sgn(q1q2) (2.2.23)
em que S pode assumir o valor 1 para o sistema repulsivo e −1 para o sistema atrativo.
Feito o reescalonamento nas equações (2.1.6),(2.1.7),(2.1.8), (2.1.9), (2.1.10) e (2.1.11) po-
demos escrever este sistema na forma matricial, ( Para simplificação de notação retiramos
a barra acima na notação das posições, velocidades e acelerações.)
η 0 0 a14 a15 a16
0 η 0 a24 a25 a26
0 0 η a34 a35 a36
a41 a42 a43 1 0 0
a51 a52 a53 0 1 0





















r|1 + eXV2x + eY V2y + eZV2z|3
(
eY eZ(V1yV2z + V1zV2y) + (eX





+(eX2 + eZ2)V1zV2z + eY V2y + eZV2z + eZV1z + eY V1y
)




Y ) + V1zV2xeY eZ + eXeZV1yV2z)
r|1 + eXV2x + eY V2y + eZV2z|3





r|1 + eXV2x + eY V2y + eZV2z|3




Y ) + eY V1x + eXeY (1− V1zV2z) + eXV2y + eY eZV1xV2z + eXeZV1zV2y)
r|1 + eXV2x + eY V2y + eZV2z|3
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a25 =
S








Y )V1zV2z + e
2
X + eXeZ(V1zV2x





S (−V1zV2y(e2Z + e2Y )− eZV2y − V1xV2yeXeZ + eY eZ(V1xV2x − 1)− eXeY V1zV2x − eY V1z)
r|1 + eXV2x + eY V2y + eZV2z|3




Z) + eXV2z + V1xV2yeY eZ + V1yV2zeXeY )
r|1 + eXV2x + eY V2y + eZV2z|3
a35 =
S (−V1yV2z(e2Z + e2Y ) + eY eZ(V1xV2x − 1)− eXeZV1yV2x − V1xV2zeXeY − V2zeY − V1yeZ)
r|1 + eXV2x + eY V2y + eZV2z|3
a36 =
S












Y + eXeY (V1xV2y
+V1yV2x) + eXV1x + eY V1y + eY V2y + eXV2x)
a41 =
S












Y )V1yV2y + eY eZ(V1y
V2z + V1zV2y)− eY (V1y + V2y)− eZ(V2z + V1z))




Y ) + eXeY (1− V1zV2z)− eY V1x + eXeZV1zV2y + eY eZV1xV2z)
r| − 1 + eXV1x + eY V1y + eZV1z|3




Z) + eXeZ(1− V1yV2y)− V1xeZ + V1yV2zeXeY + V1xV2yeY eZ)
r| − 1 + eXV1x + eY V1y + eZV1z|3




Y ) + V1zV2xeY eZ − eXV1y − eY V2x + eXeZV1yV2z + eXeY (1− V1zV2z))
r| − 1 + eXV1x + eY V1y + eZV1z|3
a52 =
S












Y )V1xV2x − eX(V1x
+V2x)− eZ(V2z + V1z) + e−XeZ(V1zV2x + V − 1xV2z))
a53 =
S (−V1yV2z(e2Z + e2Y ) + V2zeY + V1yeZ + eY eZ(V1xV2x − 1)− V1xV2zeXeY − eXeZV1yV2x)
r| − 1 + eXV1x + eY V1y + eZV1z|3




Z)V1zV2x − eZV2x + eXeZ(1− V − 1yV2y) + eY eZV1yV 2x− eXV1z + eXeY V1zV2y)
r| − 1 + eXV1x + eY V1y + eZV1z|3
a62 =
S (−V1zV2y(e2Z + e2Y ) + eZV2y + eY V1z − eXeY V1zV2x + eY eZ(V1xV2x − 1)− V1xV2yeXeZ)
r| − 1 + eXV1x + eY V1y + eZV1z|3
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a63 =
S




Y )V1yV2y + eXeY (V1xV2y + V1yV2x)− eX(V1x + V2x)
−eY (V1y + V2y) + e2X + e2Y + (e−X2 + e2Z)V1xV2x
)
b1 =




2z − 1)(eX − V1yV2yeX − V1zV2zeX + V1yV2xeY + eZV1zV2x + V2x)
r2|1 + exV2x + eyV2y + ezV2z|3
b2 = −




2z − 1)(V1xV2yeX + V1xV2xeY + V1zV2zeY − eY − V2y − eZV1zV2y)
r2|1 + exV2x + eyV2y + ezV2z|3
b3 = −




2z − 1)(V1xV2xeZ + V1yV2yeZ − V2z − eZ − V1xV2zeX − eY V1yV2z)
r2|1 + exV2x + eyV2y + ezV2z|3
b4 = −




1z − 1)(eX − V1yV2yeX − V1zV2zeX + V1xV2yeY + V1xV2zeZ − V1x)
r2|1 + exV1x + eyV1y + ezV1z|3
b5 =




1z − 1)(−eXV1yV2x − eZV1yV2z − eY + V1zV2zeY + V1xV2xeY + V1y)
r2|1 + exV1x + eyV1y + ezV1z|3
b6 =




1z − 1)(−V1zV2xeX − eY V1zV2y + V1yV2yeZ + V1xV2xeZ − eZ + V1z)
r2|1 + exV1x + eyV1y + ezV1z|3
Note que só foi possível construir tal sistema matricial pelo fato de desconsiderarmos
o termo de retardo gerando assim o acoplamento das acelerações. Devemos observar
que o sistema original é uma formulação newtoniana com tempo de retardo. Os sistemas
newtonianos, sejam eles conservativos ou não, tradicionalmente são tratados considerando
a noção de instantaneidade.
Resolvendo o sistema matricial, obtemos as equações de movimento para as duas
partículas (Para mais detalhes olhar o apêndice B). Como estamos no regime de baixas
velocidades consideramos somente até os termos lineares nas velocidades (Após termos
as acelerações em termos das velocidades e das posições, aplicamos a série de Taylor e




(S − ηr)(1− e2X)
ηr2(1− ηr2) V1x +
S(2e2X − Sηr(1− e2X) + ηr2(1− 3e2X))
ηr2(1− ηr2) V2x
−eXeY (S − ηr)
ηr2(1− ηr2) V1y +
eY eXS(Sηr − 3ηr + 2)










eY eX(S − ηr)
ηr2(1− ηr2) V1x +
eXeY S(Sηr + 2− 3ηr2)
ηr2(1− ηr2) V2x +
(S − ηr)(1− e2Y )
ηr2(1− ηr2) V1y
+
S(−(1− e2Y )Sηr + ηr2(1− 3e2Y ) + 2e2Y )
ηr2(1− ηr2) V2y −
ezeY (S − ηr)
ηr2(1− ηr2) V1z
+
eY eZS(Sηr + 2− 3ηr2)
ηr2(1− ηr2) V2z
(2.2.25)





ηr2(1− ηr2) V1x +
eXeZS(Sηr + 2− 3ηr2)
ηr2(1− ηr2) V2x −
eZeY (S − ηr)
ηr2(1− ηr2) V1y
+
eY eZS(Sηr + 2− 3ηr2)
ηr2(1− ηr2) V2y +
(S − ηr)(1− e2Z)
ηr2(1− ηr2) V1z
+
S(−Sηr(1− e2Z) + ηr2(1− 3e2Z) + 2e2Z)





S(−Sr(1− e2X) + 2e2X + ηr2(1− 3e2X))
r2(1− ηr2) V1x +
(1− e2X)(S − r)
r2(1− ηr2) V2x
+
eY eXS(Sr − 3ηr2 + 2)
r2(1− ηr2) V1y −
eXeY (S − r)
r2(1− ηr2) V2y +
eXeZS(Sr − 3ηr2 + 2)
r2(1− ηr2) V1z
−eXeZ(S − r)





eY eXS(Sr − 3ηr2 + 2)
r2(1− ηr2) V1x −
eXeY (S − r)
r2(1− ηr2) V2x
+
S(ηr2(1− 3e2Y )− Sr(1− e2Y ) + 2)
r2(1− ηr2) V1y +
(S − r)(1− e2Y )
r2(1− ηr2) V2y
+
eY eZS(sr − 3ηr2 + 2)
r2(1− ηr2) V1z +
eY eZ(S − r)





eZeXS(Sr − 3ηr2 + 2)




eY eZS(Sr − 3ηr2 + 2)




S(−Sr(1− e2Z) + ηr2(1− 3e2Z) + 2e2Z)
r2(1− ηr2) V1z +
(1− e2Z)(S − r)
r2(1− ηr2) V2z (2.2.29)
Se considerarmos as condições iniciais no plano xy toda a dinâmica estará contida
neste plano, portanto de modo a simplificar a análise estudaremos o sistema bidimensional.




e2Y (−S + ηr)
ηr2(−1 + ηr2)V1x −
eY eX(−S + ηr)
ηr2(−1 + ηr2) V1y
+
(−3e2Y η r2 + 2e2Y + 2ηr2 − 2 + Se2Y ηr)S
ηr2(−1 + ηr2) V2x
−eY eX(−3ηr
2 + 2 + Sηr)S
ηr2(−1 + ηr2) V2y, (2.2.30)
A1y = −SeY
ηr2
− eY eX(−S + ηr)




2 + 2 + Sηr)S
ηr2(−1 + ηr2) V2x
+
(−2 + 2e2X − 3ηr2e2X + Se2Xηr + 2ηr2)S
ηr2(−1 + ηr2) V2y, (2.2.31)





2 − Se2Y r − 2e2Y + 3e2Y ηr2 + 2)
r2(−1 + ηr2) V1x
+
eY SeX(−rS − 2 + 3ηr2)
r2(−1 + ηr2) V1y −
e2Y (−r + S)
r2(−1 + ηr2)V2x
+
eY eX(−r + S)





SeY eX(−rS − 2 + 3ηr2)
r2(−1 + ηr2) V1x
−S(3ηr
2e2X + 2− 2e2X − Se2Xr − 2ηr2)
r2(−1 + ηr2) V1y
+
eY eX(−r + S)
r2(−1 + ηr2) V2x −
e2X(−r + S)
r2(−1 + ηr2)V2y. (2.2.33)
2.3 Coordenadas do Centro de Massa e Relativa








vx = V2x − V1x, vy = V2y − V1y.
Seja o vetor unitário em coordenadas polares:
rˆ = cos(θ)xˆ+ sin(θ)yˆ,
θˆ = − sin(θ)xˆ+ cos θyˆ.
Com essas definições obtemos as seguintes acelerações 2:




2(η − 1) cos θS
(ηr2)
Vx +



















(η − 1)(ηr2 + 1) sin θS
(−1 + ηr2)r3η Vx −
(η − 1)(ηr2 + 1) cos θS
(−1 + ηr2)r3η Vy
+
S(−1− η2 + 2η2r2)










2O desenvolvimento matemático realizado para encontrar as acelerações está feito com mais detalhe
no apêndice B
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(−1 + ηr2)r2(η + 1)((−ηr sin
2 θ − 2Sηr2
+3ηSr2 sin2 θ + 2S − r sin2 θ − S sin2 θ))Vx
+
2(3Sηr2 − ηr − S − r)) sin θ cos θ
(−1 + ηr2)r2(η + 1) Vy
+





(η − 1) sin θ(−ηr + Sηr2 + S − r)







2(3Sηr2 − ηr − S − r) sin θ cos θ
(−1 + ηr2)r2(η + 1) Vx
− 2
(−1 + ηr2)r2(η + 1)(−ηr cos
2 θ + 3Sηr2 cos2 θ
−2Sηr2 + 2S − S cos2 θ − r cos2 θ)Vy
+




−(η − 1) cos θ(−ηr + Sηr
2 + S − r)




Da equação (2.2.30) a equação (2.3.37) temos um conjunto de sistemas de equa-
ções diferenciais ordinárias que descrevem a dinâmica planar de duas cargas pontuais
carregadas no regime não relativístico em que o tempo de retardo é desconsiderado.
Para termos uma idéia em que escala estamos trabalhando substituindo os valores
de 0, c, q1 = q2 = e, isto é, a carga elementar e m2 = me, a massa do elétron, nas




= 2, 8× 10−15m, T = |q1||q2|
4pi0m2c3
= 9, 3× 10−24s. (2.3.38)
Capítulo III
Solução das Equações de Movimento
Neste capítulo iremos analisar o sistema de equações definido no capítulo ante-
rior em fução de η e observar como este simples parâmetro tem um grande impacto para
os resultados que serão apresentados durante todo o trabaho. Resolveremos numerica-
mente os casos para η igual a 1, 2 e 10, por fim faremos uma análise do comportamento
das acelerações, velocidades, posições, do centro de massa e o tempo de decaimento das
partículas.
3.1 Análise do Sistema em Função de η
Para começarmos a análise tomaremos o caso η = 1, assim as equações (2.2.30),
(2.2.32), (2.2.31) e (2.2.33) tornam-se




e2Y (−S + r)
r2(−1 + r2)V1x −
eY eX(−S + r)
r2(−1 + r2) V1y
+
(−3e2Y r2 + 2e2Y + 2r2 − 2 + Se2Y r)S
r2(−1 + r2) V2x
−eY eX(−3r
2 + 2 + Sr)S
r2(−1 + r2) V2y,
A1y = −SeY
r2
− eY eX(−S + r)




2 + 2 + Sr)S
r2(−1 + r2) V2x
+
(−2 + 2e2X − 3r2e2X + Se2Xr + 2r2)S





2 − Se2Y r − 2e2Y + 3e2Y r2 + 2)
r2(−1 + r2) V1x
+
eY SeX(−rS − 2 + 3r2)
r2(−1 + r2) V1y −
e2Y (−r + S)
r2(−1 + r2)V2x
+
eY eX(−r + S)
r2(−1 + r2) V2y,
25





SeY eX(−rS − 2 + 3r2)
r2(−1 + r2) V1x
−S(3r
2e2X + 2− 2e2X − Se2Xr − 2r2)
r2(−1 + r2) V1y
+
eY eX(−r + S)
r2(−1 + r2) V2x −
e2X(−r + S)
r2(−1 + r2)V2y.



































3S sin2 θ r2 − 2 r2S − 2 sin2 θ r − S sin2 θ + 2S)
(r2 − 1) r2 Vx
+
(3 r2S − S − 2 r) cos θ sin θ




(3 r2S − S − 2 r) cos θ sin θ
(r2 − 1) r2 Vx
−(3 cos
2 θSr2 − 2 r2S − 2 cos2 θ r − S cos2 θ + 2S)
(r2 − 1) r2 Vy .
As duas equações que descrevem a aceleração da parte radial e angular ((3.1.1)
e (3.1.2)) não mais apresentam o termo correspondente a velocidade do centro de massa,
portanto observamos o desacoplamento das coordenadas relativas em relação as coorde-
nadas do centro de massa. Se considerarmos como condição inicial o centro de massa em
repouso este permanecerá da mesma forma enquanto a dinâmica evolui no tempo. Outro
caso relavante é considerar o valor de η tender ao infinito.
• η →∞
Quando η →∞ temos que as equações (2.2.30), (2.2.32), (2.2.31) e (2.2.33) tornam-se
A1x = 0,
A1y = 0,
A2x = −S (3 e
2




S (3 eX eY V1x − 3 e2XV1y + 2V1y + eY )
r2
.
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Quando consideramos η tender para o infinito observamos que a aceleração da
partícula 1 é zero e partido das equações (3.1.3) e (3.1.4) se considerarmos novamente o
centro de massa parado este mais uma vez permanecerá parado, entretanto observaremos
órbitas estáveis diferente do caso anterior ou para qualquer outro valor de η. Este re-
sultado para η muito grande é uma aproximação com correções de uma força puramente
coulombiana, na qual há órbitas estáveis. Como a aceleração do centro de massa é zero
o centro de massa pode permanecer em repouso ou apresentar um movimento retilínio
uniforme.
Feito o estudo mais analítico das equações, agora resolveremos o mesmo sistema
de equações diferenciais usando o método de Runge Kutta. Porém, antes de resolver o
sistema de fato, temos que definir as condições iniciais do nosso problema, isto é, deve-
mos dar valores iniciais as posições e as velocidades das duas partículas. Como estamos
interessados no sistema atrativo temos que S = −1 e como queremos analisar o com-
portamento das acelerações, posições, centro de massa e decaimento, utilizaremos valores
diferentes para η. Considerando as condições iniciais para a força coulombiana que gera
órbitas circulares utilizaremos as mesmas condições para o nosso sistema. Como as equa-
ções estão reescalonadas as condições iniciais também devem ser reescalonadas, portanto





em que a0 é o raio de Bohr.
Para determinar a velocidade angular inicial consideramos a equação (2.3.34)
com o centro de massa em repouso, ou seja, Vx = Vy = 0 e uma distância radial r tal que
dr
dt
= 0 ,isto é, estamos considerando uma condição inicial em que a força que atua sobre





























A condição inicial para a velocidade angular será
















portanto para um tempo, t0 = 0, temos as seguintes condições iniciais
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x1 = − r0
η + 1
, V1x(t0) = 0,




, V2x(t0) = 0,
y2 = 0 , V2y(t0) = x2Vθ(t0),
Como estamos no regime não relativístico o sistema de equações deve respeitar
esse limite, portanto no código para o cálculo numérico há uma condição de parada do
programa em que o módulo da velocidade das partículas pode atingir no máximo 10 %
da velocidade da luz.
Figura 3.1.1: Momento relativístico e clássico







, onde u é a velocidade do objeto relativo ao observador. A magnitude do mo-
mento p é plotado em unidades de mc e a linha azul mostra o momento clássico mu em
comparação.
Consideremos alguns valores para η tais como η = 1, η = 2 e η = 10 obtemos
• 1. η = 1
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Devemos observar que as unidades das posições, velocidades e acelerações estão nas
unidades reescalonadas. A primeira análise que obtemos do gráfico abaixo é que conforme
a dinâmica evolui as partículas apresentam um movimento em espiral que diminui até
ocorrer a colisão. A velocidade e a aceleração das partículas apresentam o sentido de
rotação anti-horário.
Figura 3.1.2: Posição das partículas 1 e 2 - η = 1. As coordenadas x e y estão nas
unidades reescalonadas. O movimento em espiral ocorre no sentido anti-horário.
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Figura 3.1.3: Velocidade das partículas 1 e 2 - η = 1. As velocidades Vx e Vy estão nas
unidades reescalonadas.
Figura 3.1.4: Aceleração das partículas 1 e 2 - η = 1. As acelerações Ax e Ay estão nas
unidades reescalonadas.
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A partir da posição relativa podemos observar com mais clareza o movimento
espiralado que diminui conforme a evolução temporal. Da mesma forma o sentido de
rotação é anti-horário para velocidade e aceleração.
Figura 3.1.5: Posição relativa - η = 1. As coordenadas x e y representam a posição
relativa das partículas que estão nas unidades reescalonadas. O movimento em espiral
ocorre no sentido anti-horário.
3.1. ANÁLISE DO SISTEMA EM FUNÇÃO DE η 32
Figura 3.1.6: Velocidade relativa - η = 1. Os termos vx e vy são as velocidades relativas
das partículas que estão nas unidades reescalonadas.
Figura 3.1.7: Aceleração relativa - η = 1. Os termos ax e ay são as acelerações relativas
das partículas que estão nas unidades reescalonadas.
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Figura 3.1.8: Módulo da velocidade das partículas 1 e 2 em função do tempo para η = 1.
Os termos V e t estão nas unidades reescalonadas.
Figura 3.1.9: Posição relativa das partículas em função do tempo para η = 1. Os termos
r e t estão nas unidades reescalonadas.
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• 2. η = 2
Figura 3.1.10: Posição das partículas 1 e 2 - η = 2. As coordenadas x e y estão nas
unidades reescalonadas. O movimento em espiral ocorre no sentido anti-horário.
O movimento das partículas novamente é espiralado e a distância entre elas diminui
ao longo da evolução temporal, porém em outra escala espacial e temporal uma vez que
estamos tratando do caso η = 2. O sentido da velocidade e aceleração é anti-horário
aumentando o seu valor em módulo.
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Figura 3.1.11: Velocidade das partículas 1 e 2 - η = 2. As velocidades Vx e Vy estão nas
unidades reescalonadas.
Figura 3.1.12: Aceleração das partículas 1 e 2 - η = 2. As acelerações Ax e Ay estão nas
unidades reescalonadas.
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Figura 3.1.13: Posição relativa - η = 2. As coordenadas x e y representam a posição
relativa das partículas que estão nas unidades reescalonadas. O movimento em espiral
ocorre no sentido anti-horário.
Novamente observamos o movimento espiralado que diminui ao longo do tempo e o
sentido de rotação anti-horário da velocidade e aceleração.
Figura 3.1.14: Velocidade relativa - η = 2. Os termos vx e vy são as velocidades relativas
das partículas que estão nas unidades reescalonadas.
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Figura 3.1.15: Aceleração relativa - η = 2. Os termos ax e ay são as acelerações relativas
das partículas que estão nas unidades reescalonadas.
Figura 3.1.16: Posição do centro de massa - η = 2. As coordenadas x e y representam
a posição do centro de massa nas unidades reescalonadas.
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Para o caso η = 2 observamos um movimento abrupto do centro de massa que sai
do repouso e começa a deslocar no eixo x para a esquerda. Diferente do caso analisado
anteriormente que o centro de massa permanecia em repouso para o caso η = 2 isto não
mais acontece.
Considerando a variação do momento da partícula 1 devido a força da partícula










(p1 + p2) = F21 + F12,
d
dt








= F21 + F12,
0 6= M d
dt
(Vcm) = F21 + F12.
Implicando
F21 + F12 6= 0.
O deslocamento do centro de massa evidência a violação da 3a lei de Newton o que sugere
a ação de uma força externa no sistema que provoca o deslocamento. Com o movimento
do centro de massa temos os gráficos da velocidade e da aceleração correspondentes a
η = 2.
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Figura 3.1.17: Velocidade do centro de massa - η = 2. Os termos Vx e Vy são as
velocidades do centro de massa que estão nas unidades reescalonadas.
Figura 3.1.18: Aceleração do centro de massa - η = 2. Os termos Ax e Ay são as
acelerações do centro de massa que estão nas unidades reescalonadas.
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Figura 3.1.19: Módulo da velocidade das partículas 1 e 2 em função do tempo para
η = 2. Os termos V e t estão nas unidades reescalonadas.
Figura 3.1.20: Posição relativa das partículas em função do tempo para η = 2. Os
termos r e t estão nas unidades reescalonadas.
Para η = 2 partindo das mesmas condições iniciais temos que o tempo de decaimento
aumenta, porém a curva de decaimento é muito similar ao caso η = 1. Podemos observar
também que tanto no caso anterior como neste há uma oscilação da curva durante o
3.1. ANÁLISE DO SISTEMA EM FUNÇÃO DE η 41
decaimento. Esta oscilação será tratado com mais detalhes no próximo capítulo, quando
estivermos procurando uma forma analítica de descrever o tempo de decaimento.
• 3. η = 10
Para o caso de η = 10 temos as mesmas análises feitas para o caso η = 2.
Figura 3.1.21: Posição das partículas 1 e 2 - η = 10. As coordenadas x e y estão nas
unidades reescalonadas. O movimento em espiral ocorre no sentido anti-horário.
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Figura 3.1.22: Velocidade das partículas 1 e 2 - η = 10. As velocidades Vx e Vy estão
nas unidades reescalonadas.
Figura 3.1.23: Aceleração das partículas 1 e 2 - η = 10. As acelerações Ax e Ay estão
nas unidades reescalonadas.
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Figura 3.1.24: Posição relativa - η = 10. As coordenadas x e y representam a posição
relativa das partículas que estão nas unidades reescalonadas. O movimento em espiral
ocorre no sentido anti-horário.
Figura 3.1.25: Velocidade relativa - η = 10. Os termos vx e vy são as velocidades
relativas das partículas que estão nas unidades reescalonadas.
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Figura 3.1.26: Aceleração relativa - η = 10. Os termos ax e ay são as acelerações relativas
das partículas que estão nas unidades reescalonadas.
Figura 3.1.27: Posição do centro de massa - η = 10. As coordenadas x e y representam
a posição do centro de massa nas unidades reescalonadas.
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Figura 3.1.28: Velocidade do centro de massa - η = 10. Os termos Vx e Vy são as
velocidades do centro de massa que estão nas unidades reescalonadas.
Figura 3.1.29: Aceleração do centro de massa - η = 10. Os termos Ax e Ay são as
acelerações do centro de massa que estão nas unidades reescalonadas.
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Figura 3.1.30: Módulo da velocidade das partículas 1 e 2 em função do tempo para
η = 10. Os termos V e t estão nas unidades reescalonadas.
Figura 3.1.31: Posição relativa das partículas em função do tempo para η = 10. Os
termos r e t estão nas unidades reescalonadas.
Da análise realizada do sistema descrito neste capítulo podemos enfatizar que
a dinâmica depende da razão das massas η. A dinâmica para diferentes valores de η
gera dinâmicas distintas, isto é para cada valor de η teremos uma curva característica
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que descreve a posição, velocidade, aceleração e o tempo de decaimento, porém se dois
sistemas com parâmetros totalmente diferentes: Valores distintos de cargas, permisividade
elétrica, permeabilidade magnética e massas, não obstante a razão das massas para esses
dois sistemas forem as mesmas surge uma simetria de escala em que há um mapeamento
de um sistema ao outro por uma simples trasformação de escala espacial e temporal.
3.2 Movimento do Centro de Massa
Para os valores de η iguais a 2 e 10 observa-se o deslocamento do centro de massa.
Para estes dois casos aplicaremos condições iniciais diferentes nas posições das partículas
e observaremos o comportamento da trajetória do centro de massa. Assim, para η = 2
com as seguintes condições iniciais
• 1a Condição Inicial













Figura 3.2.32: Posição da partícula 1 e 2 para a 1a condição inicial.
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V ′1x(t0) = 0,
V ′1y(t0) = x
′
1Vθ(t0),
V ′2x(t0) = 0,
V ′2y(t0) = x
′
2Vθ(t0),
Figura 3.2.33: Posição da partícula 1 e 2 para a 2a condição inicial.
Com a primeira condição inicial temos o deslocamento do centro de massa represen-
tado na cor verde e com a segunda condição inicial temos o deslocamento do centro de
massa representado na cor azul como mostra o gráfico a seguir.
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Figura 3.2.34: Movimento do centro de massa para 1a e a 2a condição inicial - η = 2
Considerando novas condições iniciais temos,
• 3a Condição inicial
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Figura 3.2.35: Posição da partícula 1 e 2 para a 3a condição inicial.











V ′1y(t0) = 0,
V ′1x = y
′
1Vθ(t0),
V ′2y(t0) = 0,
V ′2x = y
′
2Vθ(t0),
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Figura 3.2.36: Posição da partícula 1 e 2 para a 4a condição inicial.
Figura 3.2.37: Movimento do centro de massa para 3a e a 4a condição inicial - η = 2
Com a terceira condição inicial temos o deslocamento do centro de massa representado
na cor vermelha e com a quarta condição inicial temos o deslocamento do centro de
massa representado na cor preta como mostra o gráfico a cima. Portanto, com as quatro
condicões iniciais diferentes obtemos o seguinte gráfico.
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Figura 3.2.38: Movimento do centro de massa - η = 2
Considerando η = 10 e partindo das mesmas condições iniciais apresentas anteri-
ormente obtemos os seguintes gráficos.
Figura 3.2.39: Movimento do centro de massa para 1a e a 2a condição inicial - η = 10
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Figura 3.2.40: Movimento do centro de massa para 1a e a 2a condição inicial - η = 10
Figura 3.2.41: Movimento do centro de massa - η = 10
Quando consideramos a 1a e a 2a condição inicial observamos o espelhamento da
trajetória do centro de massa. O mesmo ocorre para a 3a e a 4a condição inicial com os
dois valores de η avaliados.
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3.3 Condição Inicial Diferente do Movimento Circular
A análise realizada até o presente momento da dinâmica é considerando a condição
inicial para uma força coulombiana que gera orbitas circulares. Porém, podemos realizar
novamente todo estudo da dinâmica para uma condição inicial diferente. Para fins de con-
templação do comportamento da dinâmica deste sistema, iremos colocar como condição
inicial o movimento das partículas em uma elipse e assim obter os gráficos das acelerações,
velocidades, posições e do tempo de decaimento. Portanto, definimos a condição inicial
para as posições



































As unidades das posições, velocidades, acelerações e os tempos para os diferentes
valores de η estão nas unidades reescalonadas. O primeiro gráfico temos a evolução das
trajetórias das partículas para o caso η = 1. Nota-se o movimento em espiral elíptico
diminuindo a distância entre as partículas conforme o tempo evolui. A velocidade e ace-
leração das partículas apresentam o sentido de rotação anti-horário.
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• 1. η = 1
Figura 3.3.42: Posição das partículas 1 e 2 - η = 1. As coordenadas x e y estão nas
unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
Figura 3.3.43: Velocidade das partículas 1 e 2 - η = 1. As velocidades Vx e Vy estão nas
unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
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Figura 3.3.44: Aceleração das partículas 1 e 2 - η = 1. As acelerações Ax e Ay estão nas
unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
Figura 3.3.45: Posição relativa - η = 1. As coordenadas x e y representam a posição re-
lativa das partículas que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
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Figura 3.3.46: Velocidade relativa - η = 1. Os termos vx e vy são as velocidades relati-
vas das partículas que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
Figura 3.3.47: Aceleração relativa - η = 1. Os termos ax e ay são as acelerações relati-
vas das partículas que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
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Figura 3.3.48: Módulo da velocidade das partículas 1 e 2 em função do tempo para
η = 1. Os termos V e t estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
Figura 3.3.49: Posição relativa das partículas em função do tempo para η = 1. Os
termos r e t estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
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• 2. η = 2
Figura 3.3.50: Posição das partículas 1 e 2 - η = 2. As coordenadas x e y estão nas
unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
Figura 3.3.51: Velocidade das partículas 1 e 2 - η = 2. As velocidades Vx e Vy estão nas
unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
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Figura 3.3.52: Aceleração das partículas 1 e 2 - η = 2. As acelerações Ax e Ay estão nas
unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
Figura 3.3.53: Posição relativa - η = 2. As coordenadas x e y representam a posição re-
lativa das partículas que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
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Figura 3.3.54: Velocidade relativa - η = 2. Os termos vx e vy são as velocidades relati-
vas das partículas que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
Figura 3.3.55: Aceleração relativa - η = 2. Os termos ax e ay são as acelerações relati-
vas das partículas que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
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Figura 3.3.56: Posição do centro de massa - η = 2. As coordenadas x e y representam
a posição do centro de massa nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
Figura 3.3.57: Velocidade do centro de massa - η = 2. Os termos Vx e Vy são as
velocidades do centro de massa que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial
de trajetórias elípticas.
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Figura 3.3.58: Aceleração do centro de massa - η = 2. Os termos Ax e Ay são as
acelerações do centro de massa que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de
trajetórias elípticas.
Figura 3.3.59: Módulo da velocidade das partículas 1 e 2 em função do tempo para
η = 2. Os termos V e t estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
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Figura 3.3.60: Posição relativa das partículas em função do tempo para η = 2. Os
termos r e t estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
• 3. η = 10
Figura 3.3.61: Posição das partículas 1 e 2 - η = 10. As coordenadas x e y estão nas
unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
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Figura 3.3.62: Velocidade das partículas 1 e 2 - η = 10. As velocidades Vx e Vy estão
nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
Figura 3.3.63: Aceleração das partículas 1 e 2 - η = 10. As acelerações Ax e Ay estão
nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
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Figura 3.3.64: Posição relativa - η = 10. As coordenadas x e y representam a posição re-
lativa das partículas que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
Figura 3.3.65: Velocidade relativa - η = 10. Os termos vx e vy são as velocidades relati-
vas das partículas que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
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Figura 3.3.66: Aceleração relativa - η = 10. Os termos ax e ay são as acelerações relati-
vas das partículas que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
Figura 3.3.67: Posição do centro de massa - η = 10. As coordenadas x e y representam
a posição do centro de massa nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
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Figura 3.3.68: Velocidade do centro de massa - η = 10. Os termos Vx e Vy são as
velocidades do centro de massa que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial
de trajetórias elípticas.
Figura 3.3.69: Aceleração do centro de massa - η = 10. Os termos Ax e Ay são as
acelerações do centro de massa que estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de
trajetórias elípticas.
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Figura 3.3.70: Módulo da velocidade das partículas 1 e 2 em função do tempo para
η = 10. Os termos V e t estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias
elípticas.
Figura 3.3.71: Posição relativa das partículas em função do tempo para η = 10. Os
termos r e t estão nas unidades reescalonadas. Condição inicial de trajetórias elípticas.
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Quando consideramos a condição inicial de uma força coulombiana com trajetórias
elípticas obtemos como resultado que a curva da distância relativa entre as partículas em
função do tempo possui uma maior oscilação que o caso das trajetórias circulares. Esta
oscilação é observada em todos os casos analisados para η. Outra característica da nova
condição inicial é as trajetorias do centro de massa que possuem um comportamento
totalmente diferente daqueles analisados para trajetórias circulares.
Capítulo IV
Solução Analítica do Tempo de
Decaimento
Neste capítulo definiremos o momento angular para o sistema de duas partículas
de modo a podermos reescrever as equações de movimento em novas variáveis e deter-
minar uma solução analítica para o tempo de decaimento que depende do valor de η.
Numericamente o tempo de decaimento é determinado considerando que a simulação
é interrompida quando o módulo da velocidade da partícula atinge no máximo 10 % da
velocidade da luz. Alcançado este valor temos os dados para plotar o gráfico do tempo
de decaimento para diferentes valores de η.
4.1 Tempo de Decaimento
O tempo clássico de decaimento do átomo de Bohr pode ser calculado impondo
algumas condições [1]. Assumindo que o elétron sempre descreve uma órbita quase circular
e que a taxa de radiação de energia é bem aproximada pela eletrodinâmica não relativística
clássica, podemos determinar o tempo de decaimento clássico.
Para o elétron de carga −e e massa de repouso m0 em uma órbita de raio r em








onde P é a fórmula de Lammor (Será deduzida no próximo capítulo) nas unidades gaus-
sianas. O termo a é a aceleração do elétron. Como a força que atua na partícula é












onde r0 = e
2
m0c2
= 2, 8× 10−15 é o raio clássico do elétron. A energia total do elétron não
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r3 = −4r20ct+ C1.
Definido r(0) = a0 como o raio de Bohr, obtemos a seguinte expressão
r3 = −4r20ct+ a30.




= 1, 6× 10−11s. (4.1.3)
Em que r0 = 2, 8× 10−15m e a0 = 5, 3× 10−11m.
Podemos analisar o tempo de decaimento através do sistema de equações (2.3.34)
e (2.3.35). Considerando o centro de massa deste sistema em repouso, isto é, Vx = 0 e



















S(−1− η2 + 2η2r2)










Resolvido o sistema de equações diferenciais (4.1.4) e (4.1.5) numericamente,
obtemos o tempo de decaimento para diferentes valores de η com diferentes valores de
raios iniciais. Uma característica que observamos é que quanto maior o valor de η maior
será o tempo de decaimento e que este tempo é finito exceto o caso η → ∞, na qual
observamos órbitas estáveis.
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• 1. Raio inicial - r0 = 10000















Tempo de decaimento (r
 0 = 10000)
 
 
η = 100 η = 500 η = 1000 η = 2000
Figura 4.1.1: Posição relativa das partículas em função do tempo para diferentes valores
de η com raio inicial r0 = 10000. Os termos r e T estão nas unidades reescalonadas.
• 2. Raio inicial - r0 = 20000
















Tempo de decaimento (r
 0 = 20000)
 
 
η =100 η = 500 η = 1000 η = 2000
Figura 4.1.2: Posição relativa das partículas em função do tempo para diferentes valores
de η com raio inicial r0 = 20000. Os termos r e T estão nas unidades reescalonadas.
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Da análise do tempo de decaimento em função de η para diferentes valores do
raio inicial, obtemos o seguinte gráfico.
Figura 4.1.3: Tempo de decaimento em função de η.
Dos pontos obtidos realiza-se uma regreção linear e obtem-se as seguintes funções
lineares.
• r0=10000
T = 1, 250× 107η + 1, 295× 107
• r0=15000
T = 2.811× 107η + 3.012× 107
• r0=20000
T = 4.997× 107η + 5.518× 107
• r0=25000
T = 7.806× 107η + 8.958× 107
Os resultados observados na figura (4.1.3) sugerem uma expressão analítica para o tempo
de decaimento em função da razão das massas η. Consideremos novamente as equações
(4.1.4) e (4.1.5).







S(−1− η2 + 2η2r2)
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Como o sistema possui duas partículas o momento angular é
L = m1r1 × v1 +m2r2 × v2,





Figura 4.1.4: Partículas m1 e m2
Determinando r1 e r2 em função de rcm e r. Como
r = r2 − r1,






(m1 +m2)rcm = m1r1 +m2(r+ r1),
(m1 +m2)rcm = (m1 +m2)r1 +m2r,




r2 = r+ r1,
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temos
r2 = rcm − m2
m1 +m2
r+ r,




Assim, temos as seguintes relações
r1 = rcm − m2
m1 +m2




v1 = vcm − m2
m1 +m2




Substituindo essas relações no momento angular, obtemos




































L = (m1 +m2)rcm × vcm + m1m2(m1 +m2)
(m1 +m2)2
r× v,










4.2 Reescalonamento do Momento Angular
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r e v estão em unidades reescalonadas. Afim de economizar a notação mantemos as mes-
mas letras.


































Considerando o plano xy o momento angular LR é paralelo ao eixo z, portanto
para encontrar a expressão de LRzˆ, temos
Figura 4.2.5: Partículas m1 e m2 em movimento no plano xy




















em que LRz é a componente zˆ do momento reescalonado.











Reescreveremos o sistema de equações em r˙ e θ˙ em termos de r e l, a partir das equações

























S(−1− η2 + 2η2r2)


















S(−1− η2 + 2η2r2)











S(−1− η2 + 2η2r2)









S(−1− η2 + 2η2r2)





S(2η2r2 − (1 + η2))
η(η + 1)(ηr2 − 1)r2
)
. (4.2.13)
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Da equação (4.1.6),













temos a seguinte expressão













Assim temos o sistema de equação diferenciais















S(2η2r2 − (1 + η2))
η(η + 1)(ηr2 − 1)r2
)
. (4.2.16)























S(2η2r2 − (1 + η2))










2S(2η2r2 − (1 + η2))








2S(2η2r2 − (1 + η2))








2S(2η2r2 − (1 + η2))












2S(2η2r2 − (1 + η2))
η(η + 1)(ηr2 − 1)r − r˙
)
= C˙. (4.2.18)
Por fim o nosso sistema de equações diferenciais fica na seguinte forma



















2S(2η2r2 − (1 + η2))
η(η + 1)(ηr2 − 1)r − r˙
)
. (4.2.20)
4.3. SOLUÇÃO DO TEMPO DE DECAIMENTO 80
4.3 Solução do Tempo de Decaimento



















Realizando a derivada temporal na expressão acima, temos




































C = −S(η + 1)
η
,
C(t) = − η
η + 1
S.




, C(t) = − η
η + 1
S.
Quando consideramos r >> 1 e que C˙ = 0 conseguimos uma solução particular em






As oscilações observadas nas curvas de decaimento ocorrem pelo fato das condi-
ções iniciais não serem as mesmas dada pela solução particular (4.3.23), entretanto quando
consideramos a condição de órbitas circulares devido somente a força coulombiana a con-
dição particular se aproxima com boa presisão e quanto maior for η melhor a precisão.
Portanto para fins de estabelecer com uma boa exatidão o tempo de decaimento podemos
considerar a solução particular.
Nos gráficos abaixo temos o tempo de decaimento considerando a condição inicial
(r˙ 6= 0) dada pela equação (4.3.23) e a condição inicial de órbitas circulares devido somente
a força coulombiana (r˙ = 0). Podemos suspeitar que a condição inicial dada pela equação
(4.3.23) gere trajetórias médias para o decaimento, pois observamos que a solução r˙ = 0
oscila em torno da solução particular. Outro ponto de questionamento é considerar o
limite da solução particular como uma média das trajetórias de decaimento uma vez que
a condição inicial deixa de ser circular.
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Figura 4.3.6: Posição relativa das partículas em função do tempo para η = 1 com a
condição inicial V0 6= 0 e V0 = 0. Os termos r e t estão nas unidades reescalonadas.
















Figura 4.3.7: Posição relativa das partículas em função do tempo para η = 2 com a
condição inicial V0 6= 0 e V0 = 0. Os termos r e t estão nas unidades reescalonadas.
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Figura 4.3.8: Posição relativa das partículas em função do tempo para η = 10 com a
condição inicial V0 6= 0 e V0 = 0. Os termos r e t estão nas unidades reescalonadas.






































r20(η + 1) + 8St
η + 1
. (4.3.24)
O tempo de singularidade, ou seja o tempo crítico (tc), ocorre quando
r(tc) = 0,
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assim






Como estamos considerando partículas atrativas, temos que S = −1, logo a equação para
































Substituindo alguns valores para o tempo de decaimento e considerando que o raio r0 é o
raio de Bohr, temos
1 . Elétron-Pósitron
tc = 8, 3× 10−16s
2 . Próton-Elétron
tc = 7, 6× 10−13s
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Comparando os resultados numéricos obtidos pelas equações (4.1.6) e (4.1.7) e a
equação (4.3.25), obtemos o seguinte gráfico
Figura 4.3.9: Solução analítica para o tempo de decaimento
A solução particular (4.3.23) possibilita estimar o tempo de decaimento em função
de η para diferentes valores de raio r0. Um dos resultados mais importantes deste trabalho
foi deduzir uma expressão analítica para o tempo de decaimento que nas unidades não
reescalonadas depende dos valores das cargas, massas e o raio.
Quando aplicamos a condição que o elétron descreve uma órbita quase circular e
que a taxa de radiação de energia é bem aproximada pela fórmula de Lammor obtemos o
tempo de decaimento é igual a 1, 6×10−11s. A suposição feita neste trabalho é considerar
um sistema clássico newtoniano de duas partículas pontuais carregadas interagindo entre
si. A partir desta suposição temos que o tempo de decaimento do átomo de Bohr é de
7, 6 × 10−13s. Supor que a órbita torna-se quase circular implica no tempo maior de
decaimento e como obtemos no capítulo anterior que a órbita que o elétron descreve dado
a condição inicial de uma força coulombiana que gere órbitas circulares é de fato uma
espiral e continua em uma trajetória em espiral, afirmar que as órbitas são próximas do
círculo levam erroneamente ao tempo clássico de decaimento.
Capítulo V
Potência Irradiada por uma Carga
Acelerada
5.1 Vetor de Poynting e Potência de Radiação
Como visto no capítulo I, os campos produzidos por uma carga pontual em






(R−R · β)3 +









× E(r, t). (5.1.2)
onde





O termo rq(tr) dita a posição da carga q no tempo de retardo, v é a velocidade e a é a
aceleração, todos calculado no tempo tr.
Os campo são formados por duas parcelas, uma relacionada apenas à velocidade
da carga e a outra que envolve além da velocidade a sua aceleração. O campo elétrico de
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Substituindo a expressão para o campo magnético e utilizando a propiedade do produto
triplo vetorial,
A× (B×C) = (A ·C)B− (A ·B)C,












Para determinar a potência emitida pela carga, integra-se o vetor de Poynting
numa superfície S. Assim, consideremos uma superfície esférica centrada na posição da
carga no tempo retardado, com um raio R(tr) = c(t− tr).
O elemento de área de uma casca esférica, em coordenadas esféricas é dA =
r2dθdφ, portanto proporcional a R2. Pela expressão (5.1.6) vemos que o campo elétrico
aparece elevado ao quadrado. Da equação (5.1.1), podemos analisar que o campo elétrico
ao quadrado apresenta termos proporcionais a R−4, campo de velocidade multiplicado
por ele mesmo, R−3, campo de velocidade multiplicado pelo de aceleração e R−2, campo
de aceleração multiplicado por ele mesmo. Assim, apenas o termo derivado do campo de
aceleração pode contribuir para o limite R→∞, ou seja, a energia que será transportada
para muito longe, já que os outros termos se anulam nesse limite.
Como o campo elétrico de radiação é perpendicular a Rˆ, temos que a expressão





O vetor de Poynting representa um fluxo de energia por unidade de área e tempo.
Reescrevendo o elemento de área como dA = R2dΩ, onde Ω é o ângulo sólido de modo
que a potência irradiada que passa pela esfera no tempo t por unidade de área é dada
pelo módulo do vetor de Poynting, ou seja,
dP (t)
dΩ




A potência calculada é no tempo t, porém, não é a mesma que saiu da carga no tempo
























1− Rˆ · β
)
(S · Rˆ)R2 =
(
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5.2 Radiação Emitida em Baixas Velocidades
Admitindo que a carga q possua uma velocidade muito menor que a velocidade


















(Rˆ · a)Rˆ− a
R
. (5.2.12)

























a2 − (Rˆ · a)2
R2
.


























Considerando que, β → 0, então a potência irradiada por unidade de ângulo








portanto a potência total emitida pela carga é































Realizando a aproximação do tempo de retardo para o tempo instantâneo, tr = t,






A equação acima é conhecida como a fórmula de Lammor para a radiação emitida por
uma partícula.
Portanto, para os casos η = 1, η = 2 e η = 10, obtemos os seguintes gráficos
Figura 5.2.1: Potência emitida - η = 1
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Figura 5.2.2: Potência emitida - η = 2
Figura 5.2.3: Potência emitida - η = 10
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Figura 5.2.4: Potência emitida - η = 10




6.1 Resultados e Perspectivas
Neste trabalho obtivemos as equações de movimento para duas partículas pontuais
carregadas interagindo entre si e assim obtivemos a dinâmica destas partículas. Introduzi-
mos uma escala temporal e espacial de modo que a dinâmica do sistema depende apenas
da razão entre as massas η. Concluímos que sistemas com parâmetros diferentes mas
cujo valor de η é o mesmo possuem uma simetria de escala em que há uma mapeamento
de um sistema ao outro por uma transformação de escala espacial e temporal. Também
constatamos uma violação da 3a lei de Newton, uma vez que observamos a aceleração do
centro de massa.
Dentre os objetivos citados durante o trabalho conseguimos analisar numerica-
mente o tempo de decaimento para diferentes valores de η com diferentes valores de raio
inicial. Com intuito de compreender melhor este tempo obtivemos a equação (4.3.23) que
possibilitou determinar uma expressão analítica para o tempo de decaimento e calculamos
a radiação liberada por essas partículas.
Os próximos passos a serem tomados é considerar o tempo de retardo e o momento
relativístico nas equações de movimento. Indroduzindo estes novos fatores temos como
objetivo observar como se dará o comportamento das trajetórias e se existe uma grande
mudança no tempo de decaimento.
Com a introdução destes novos fatores devemos procurar outros métodos para
simulação que envolvam equações diferenciais com retardo, isto é, equações diferenciais
no qual a derivada da função desconhecida em um certo tempo é dada em termos dos
valores da função em tempos anteriores [6].
Estamos interessados também no estudo da eletrodinâmica estocástica para ana-
lisarmos a estabilidade das órbitas . As equações de movimento deduzidas neste trabalho
não possuem termos estocásticos, porém temos como intuito encontrar um forma de in-
troduzir o termo estocástico nas equações de movimento para analisarmos a estabilidade
do ponto de vista estocástico. Portanto temos como novo objetivo dar um descrição da
estabilidade do elétron , de forma que as leis do eletromagnetismo permanecam válidas,




1.1 Função de Green para as equações de Onda















= −4piν(r, t) (1.1.1)
sendo γ(r, t) representado pelos potenciais, c = 1/µ00 a velocidade da luz no vácuo e
ν(r, t) as fontes dos potenciais. Para a resolução desta equação diferencial não homogênea,
usaremos a técnica de transformação de Fourrier. Escrevemos γ e ν como





γ (r, ω) e−iωtdω (1.1.2)
e





ν (r, ω) e−iωtdω (1.1.3)
com as seguintes transformadas inversas





γ (r, t) eiωtdt (1.1.4)
e





ν (r, t) eiωtdt. (1.1.5)






















































































[∇2γ + k2γ + 4piν] e−iνtdω = 0.
Para que a integral seja nula é preciso que
∇2γ + k2γ = −4piν (1.1.7)
que é a equação diferencial conhecida como a equação de Helmholtz não homogênea.
Podemos resolver a equação (1.1.7) utilizando adequadamente as funções de Green
que estão sujeitas a equação
∇2Fk(r, r′) + k2Fk(r, r′) = −4piδ(r− r′). (1.1.8)
Quando não há superfícies limitantes que formam fronteiras entre duas regiões distintas,
a funcão de Green acima deve ter uma simetria esférica, de modo que ela deve depender
apenas de R = ‖r− r′‖. Portanto a equação (1.1.8) pode ser simplificada reescrevendo o
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e substituindo na equação diferencial acima, temos
Am2emR +K2AemR = 0
AemR(m2 + k2) = 0.
Para que a equação acima seja sempre verificado, basta que
m2 + k2 = 0
m = ±ik.
Portanto, a solução da equação diferencial são dados pelas funções
f+k (R) = e
ikR f−k (R) = e
−ikR
























em que A e B são coeficientes que dependem das condições do problema. Os dois termos
a direita da equação (1.1.11) representam ondas esféricas. O primeiro termo indica uma
onda partindo da origem, em r = r′, e o segundo termo uma onda esférica dirigindo-se
para a origem. Quando a fonte de um potencial é acionada no instante de tempo t = 0,
a onda emitida deve divirgir a partir do ponto em que está a fonte, assim f+k (R) tem um
interpretação simples, porém, F−k (R), associada a uma onda convergindo para a origem,
não tem uma interpretação tão simples diretamente, porém dependendo das condições de
contorno no tempo ela pode ser utilizada facilitando o desenvolvimento matemático.
Para melhor compreensão das duas funções de Green, consideramos as mesmas
dependentes do tempo, que deve estar sujeita, por analogia com (1.1.7), à equação





′, t′) = −4piδ(r− r′)δ(t− t′). (1.1.12)



















Além disso, o termo de fonte em (1.1.7) pode ser identificado com as funções Delta em
(1.1.12), ou seja
ν(r, t) = δ(r− r′)δ(t− t′) (1.1.15)











Assim, pela equação (1.1.3),obtemos








substituindo (1.1.15) na equação acima,temos





















Para obter a função de Green dependente do tempo que esteja sujeita a equação (1.1.12),



































































Assim obtemos a seguinte equação diferencial
∇2Fk(r, ω; r′, ω′) + k2Fk(r, ω; r′, ω′) = −4pi 1√
2pi
δ(r− r′)eiωt′ . (1.1.18)
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Supondo que a função de Green Fk(r, ω; r′, ω′) possa ser escrita na forma de um
produto entre uma função de Green independente do tempo e uma função que tenha como
dependência na frequência, e consequentemente no tempo, obtemos
Fk(r, ω; r
′, ω′) = Fk(r, r′)Ω(ω, ω′) (1.1.19)
e substituindo (1.1.19) em (1.1.18), ficamos com














∇2Fk(r, r′) + k2Fk(r, r′) = −4piδ(r− r′).








Portanto a equacão (1.1.19), pode ser escrita da seguinte forma
Fk(r, ω; r















assim temos uma função de Green que depende do tempo.
Portanto podemos escrever Fk(r, ω; r′, ω′),como
Fk(r, ω; r
′, ω′) = F+k (r, ω; r
′, ω′) + F−k (r, ω; r
′, ω′)
em que
F+k (r, ω; r








F−k (r, ω; r








Retomando a transformada de Fourier (1.1.13), obtemos
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Realizando uma mudança de variável, temos:
Ω = −ω dΩ = −dω
Ω→∞⇒ ω → −∞
Ω→ −∞⇒ ω →∞
Assim,










trocando os limites de integração ficamos com

















Alterando t com t′, obtemos






Comparando com (1.1.24), obtemos












Fazendo a mesma mudança de variável definida anteriormente em (1.1.17) achamos












e então, ficamos com
δ(t− t′) = δ(t′ − t). (1.1.27)
A outra função de Green, equação (1.1.23), tem a transformada
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Novamente utilizamos a mesma mudanção de variável, ou seja, trocamos ω por −Ω, e
obtemos













Portanto as funções de Green (1.1.26) e (1.1.28) podem ser escritas como































γ± (r, t) =
∫ ∫
V
F±k (r, t; r
′, t′)ν (r′, t′) dV dt′












ν (r′, t′) dV dt′
trocando a ordem das integrais, temos









Como definido anteriormente o tempo retardado tr









as soluções podem ser escritas como











Após todo esse desenvolvimento podemos compreender melhor as soluções acima.
A primeira solução referente a tempo retardado explicita uma "informação"propagando-
se a partir de r′ que foi emitida num tempo t′ e por causa da velocidade finita da luz, leva
um certo tempo até atingir um ponto de observação r no espaço, sendo percebida num
instante de tempo t posterior a t′. A outra solução para um tempo avançado apresenta
dificuldade quanto a sua interpretação física porque representa uma informação emitida
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num tempo t′ a partir de um ponto r′ e que é recebida num ponto r em um instante de
tempo t anterior a t′, violando a questão da causalidade, isto é os efeitos precedem as
causas. Entretanto esta solução matemática pode ser usado como artifício de cálculo em
algum problema.
Como resolvemos a equação (1.1.1) que era uma equação genérica para às equações










que terão, como soluções, as expressões no calibre de Lorentz














Portanto foi demonstrado que as equações (1.2.17) e (1.2.18).
1.2 Cálculo dos campos de Lienard-Wiechert
A partir dos potenciais podemos determinar os campos utilizando as relações
abaixo
B = ∇× A,
E = −∇V − ∂A
∂t
,
com os seguintes potenciais retardados



























O operador ∇ atua sobre r e rq(tr), pois









(R−R · β)2∇(R−R · β)
∇V = − q
4pi0
1
(R−R · β)2 (∇R−∇R · β). (1.2.34)
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Já sabemos que
R = ‖r− rq(tr)‖ = c(t− tr),
portanto
∇R = c∇(t− tr)
= −c∇tr. (1.2.35)
Por outro lado, temos também
∇R = ∇
√
R ·R = 1
2
1√
R ·R∇(R ·R). (1.2.36)
Dada a identidade
∇(A ·B) = (A · ∇)B+A× (∇×B) + (B · ∇)A+B× (∇×A)
de modo que
∇(R ·R) = (R · ∇)R+R× (∇×R) + (R · ∇)R+R× (∇×R)
∇(R ·R) = 2 (R · ∇)R+ 2R× (∇×R). (1.2.37)
Primeiro, determinamos
(R · ∇)R = (R · ∇) [r− r(tr)] ,
= (R · ∇)r− (R · ∇)r(tr). (1.2.38)
Definindo
R = Rxiˆ+Ry jˆ +Rzkˆ,
r = xiˆ+ yjˆ + zkˆ,
r(tr) = xt(tr )ˆi+ yt(tr)jˆ + zt(tr)kˆ,
temos que o primeiro termo





























(xiˆ+ yjˆ + zkˆ),
= Rxiˆ+Ry jˆ +Rzkˆ,
= R.
Portanto
(R · ∇)r = R. (1.2.39)
O segundo termo
























































1.2. CÁLCULO DOS CAMPOS DE LIENARD-WIECHERT 101
Portanto
(R · ∇)r(tr) = v(R · ∇tr). (1.2.40)
Reunindo (1.2.39) e (1.2.40) em (1.2.38), achamos
(R · ∇)R = R− v(R · ∇tr). (1.2.41)
Calculando agora
∇×R = ∇× (r− r(tr)) ,
= ∇× r︸ ︷︷ ︸
=0
−∇× r(tr),





















































































∇× r(tr) = −v ×∇tr. (1.2.43)
Voltando para equação (1.2.44),
∇×R = −∇× r(tr),
∇×R = −(−v ×∇tr),
∇×R = v ×∇tr. (1.2.44)
Usando (1.2.41) e (1.2.44) em (1.2.37), ficamos com
∇(R ·R) = 2 (R · ∇)R+ 2R× (∇×R),
∇(R ·R) = 2 (R− v(R · ∇tr)) + 2R× (v ×∇tr),







(2 (R− v(R · ∇tr)) + 2R× (v ×∇tr)) ,
∇R = (R− v(R · ∇tr)) +R× (v ×∇tr)
R
.
Dada a propiedade do produto triplo vetorial,
A× (B×C) = (A ·C)B− (A ·B)C,
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temos que
R× (v ×∇(tr)) = (R · ∇(tr))v − (R · v)∇(tr)
portanto,
∇R = (R− v(R · ∇tr)) + (R · ∇(tr))v − (R · v)∇(tr)
R
,
∇R = R− (R · v)∇(tr)
R
.
Utilizando a equação (1.2.35), obtemos
−c∇tr = R− (R · v)∇(tr)
R
−c∇tr = Rˆ− (Rˆ · v)∇(tr)
Rˆ = (−c+ Rˆ · v)∇(tr)







R−R · β . (1.2.45)







R−R · β ,
∇R = R
R−R · β . (1.2.46)
Para calcular ∇(R · β), utilizaremos a seguinte identidade
∇(R · β) = (R · ∇)β +R× (∇× β) + (β · ∇)R+ β × (∇×R). (1.2.47)
O primeiro fator (R · ∇)β é obtido da mesma forma que a expressão (1.2.40)


































































(R · ∇)β = a(tr)
c
(R · ∇tr) ,











(R · ∇)β = − R
2 a
c2
R−R · β . (1.2.48)
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O termo R × (∇ × β) pode ser calculado seguindo os mesmos passos realizados para
determinar a expressão (1.2.43), tal que
∇× β = −a
c
×∇tr,












R−R · β ,
logo


























R× (∇× β) = R
2 a
c2




R−R · β . (1.2.49)
O terceiro termo ,(β · ∇)R, utilizando com base a expressão (1.2.41) deduzida, temos
(β · ∇)R = β − v(R · ∇tr),










(β · ∇)R = β + β(β ·R)
R−R · β ,
(β · ∇)R = βR
R−R · β . (1.2.50)
o último termo β × (∇×R), por (1.2.44 ),temos










= − β ×R
R−R · β






β × (∇×R) = −
(




β × (∇×R) = −
(




β × (∇×R) = β
2R− (β ·R)β
R−R · β . (1.2.51)
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Portanto a expressão (1.2.47), fica
∇(R · β) = − R
2 a
c2
R−R · β +
R2 a
c2




R−R · β +
βR
R−R · β +
β2R− (β ·R)β
R−R · β , (1.2.52)





R+ β2R− (β ·R)β
R−R · β . (1.2.53)
Assim a equação (1.2.34), aplicando (1.2.46) e (1.2.53), achamos






R−R · β −
βR− (R · a
c2
)














R− β2R+ (β ·R)β
)
,
∇V = − q
4pi0




(R−R · β)3 . (1.2.54)













































Como já sabemos temos que
R = r− rq(tr)
e que
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1− (Rˆ · β) . (1.2.58)






















= − Rˆ · v(tr)





























1− (Rˆ · β) .
Onde a é a aceleração da partícula no tempo retardado tr. Por fim, temos
∂
∂t




· β −R · ∂β
∂t
,
= − Rˆ · v
1− (Rˆ · β) +
v · β
1− (Rˆ · β) −
R · a
c
1− (Rˆ · β) ,
=
v · β − Rˆ · v −R · a
c
1− (Rˆ · β) .












1− (Rˆ · β) −
β
(R−R · β)2
v · β − Rˆ · v −R · a
c













R−R · β −
β
(R−R · β)2
v · β − Rˆ · v −R · a
c











(R−R · β)2 −






Como c2 = 1
µ00










(R−R · β)3 −















(R−R · β)3 −













−R(R · β) a
c2
−RRβ2 +Rβ(Rˆ · β) +Rβ(R · a
c2
)
(R−R · β)3 . (1.2.61)
Dado o campo elétrico,
E = −∇V − ∂A
∂t
,















−R(R · β) a
c2
−RRβ2 +Rβ(Rˆ · β) +Rβ(R · a
c2
)








































(R−R · β)3 +
(R · a
c2






















× E(r, t). (1.2.63)
Apêndice B
Contas do capítulo II
2.1 Equação de Movimento
Neste apêndice o objetivo é expor com mais detalhes as contas realizadas no
capítulo II. Portanto, voltamos novamente com as definições dos campos Ei(r, t) e Bi(r, t)




















Ri(t) = ri(t)− rj(tr). (2.1.1)
Para as partículas localizadas em r1(t) e r2(t) no tempo t temos:
Fi(t) = qi (vi(t)×Bi(t) + Ei(t)) (2.1.2)
Como estamos desconsiderando o efeito de retardo , temos que o tempo tr será calculado
em t, ou seja, tr = t, assim definido os vetores R1 = (X1 − X2, Y1 − Y2, Z1 − Z2) e
R2 = (X2−X1, Y2−Y1, Z2−Z1) que representam as posições da partícula 1 em relação a











(X1 −X2)2 + (Y1 − Y2)2 + (Z1 − Z2)2,
‖R2‖ =
√
(X2 −X1)2 + (Y2 − Y1)2 + (Z2 − Z1)2.
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Portanto o sistema de equações para a partícula 1 e para a partícula 2 é{
m1A1 = q1 (v1 × (B1) + (E1))
m2A2 = q2 (v2 × (B2) + (E2))
Como ‖R1‖ = ‖R2‖, podemos escrever
r2 =
√
(X2 −X1)2 + (Y2 − Y1)2 + (Z2 − Z1)2,
r2 =
√
(X1 −X2)2 + (Y1 − Y2)2 + (Z1 − Z2)2,
e assim definir novas variáveis para simplificar mais a notação das posições das partículas,











Descrevendo as posições das partículas por eX , eY e eZ simplificamos bastante a notação
das equações e obtemos as equações (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9), (2.1.10) e (2.1.11) do
capítulo II. Como estamos analizando as soluções no plano xy e realizando o reescalona-
mento, obtemos as seguintes equações
ηA1x +
S (eY
2 + eY V1y + eY V2y + V1y V2y)A2x
r |1 + eX V2x + eY V2y |3
−S (eY eX + eY V2x + V1y eX + V2x V1y)A2y
r |1 + eX V2x + eY V2y |3
+
S
r2 |1 + eX V2x + eY V2y |3
(eX + V2x − V1yeXV2y





2y)(−eY V2x + eXV2y)
)
= 0
ηA1y − S (eY eX + V1x eY + eX V2y + V1x V2y)A2x
r |1 + eX V2x + eY V2y |3
+
S (eX
2 + eX V1x + eX V2x + V1x V2y)A2y
r |1 + eX V2x + eY V2y |3
+
S
r2 |1 + eX V2x + eY V2y |3
(
eY + V2y − V 22yeY
V1xeXV2y − V 22xeY − V1xeY V2x − V2y(V 22x + V 22y)





2 − eY V1y − eY V2y + V1y V2y)A1x
r |−1 + eX V1x + eY V1y |3
−S (eY eX − V1x eY − eX V2y + V1x V2y)A1y
r |−1 + eX V1x + eY V1y |3
− S
r2 |−1 + eX V1x + eY V1y |3
(
eX − V1x − V 21yeX
+eY V2yV1x − V1yeXV2y − V 21xeX + V1x(V 21x + V 21y)
−V2y(V 21x + V 21y)(V1xeY − V1yeX)
)
= 0
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A2y − S (eY eX − V1y eX − eY V2x + V2x V1y)A1x
r |−1 + eX V1x + eY V1y |3
+
S (eX
2 − eX V1x − eX V2x + V1x V2y)A1y
r |−1 + eX V1x + eY V1y |3
− S
r2 |−1 + eX V1x + eY V1y |3
(eY − V1y + eXV2xV1y








Colocando as equações acima na forma matricial, obtemos
η 0 a13 a14
0 η a23 a24
a31 a32 1 0















S(e2Y + eY V1y + eY V2y + V1yV2y)
r|1 + eXV2x + eY V2y|3 ,
a14 = −S(eY eX + eY V2x + eXV1y + V2xV1y
r|1 + eXV2x + eY V2y|3 ,
a23 = −S(eY eX + eY V1x + eXV2y + V1xV2y)
r|1 + eXV2x + eY V2y|3 ,
a24 =
S(e2X + eXV1x + eXV2x + V1xV2y)
r|1 + eXV2x + eY V2y|3 ,
a31 =
S(e2Y − eY V1y − eY V2y + V1yV2y)
r| − 1 + eXV1x + eY V1y|3 ,
a32 =
−S(eY eX − V1xeY − eXV2y + V1xV2y
r| − 1 + eXV1x + eY V1y|3 ,
a41 =
−S(eY eX − eXV1y − eY V2x + V2xV1y)
r| − 1 + eXV1x + eY V1y|3 ,
a42 =
S(e2X − eXV1x − eXV2x + V1xV2x)
r| − 1 + eXV1x + eY V1y|3 ,
b1 =
−S
r2|1 + eXV2x + eY V2y|3 (eX + V2x − eXV1yV2y − V
2





2x)(−eY V2x + eXV2y)),
b2 =
−S
r2|1 + eXV2x + eY V2y|3 (eY + V2y − V
2
2yeY + V1xeXV2y − V 22xeY − eY V1xV2x − V2y(V 22y + V 22x)
−V1x(V 22y + V 22x)(−eY V2x + eXV2x)),
b3 =
S
r2| − 1 + eXV1x + eY V1y|3 (eX − V1x − V
2
1yeX + eY V2yV1x − eXV1yV2y − V 21xeX + V1x(V 21x + V 21y)
−V2y(V 21x + V 21y)(eY V1x − eXV1y)),
b4 =
S













1y)(eY V1x − eXV1y)).
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Com a matriz em mãos podemos achar a aceleração em função das posições e velo-
cidades. Resolvido o sistema matricial iremos realizar uma aproximação na velodidade,
isto é, consideraremos somente os termos lineares na velocidades, portanto as acelerações
serão dadas por


























Escrevendo a acelereção em termos das componentes temos que A1x, A1y, A2x e A2y será
dado por












































































































e2Y (−S + ηr)V1x
ηr2(−1 + ηr2) −
eY eX(−S + ηr)V1y
ηr2(−1 + ηr2)
+
(−3e2Y η r2 + 2e2Y + 2ηr2 − 2 + Se2Y ηr)SV2x
ηr2(−1 + ηr2)
−eY eX(−3ηr
2 + 2 + Sηr)SV2y
ηr2(−1 + ηr2) , (2.1.3)
A1y = −SeY
ηr2
− eY eX(−S + ηr)V1x




2 + 2 + Sηr)SV2x
ηr2(−1 + ηr2)
+
(−2 + 2e2X − 3ηr2e2X + Se2Xηr + 2ηr2)SV2y
ηr2(−1 + ηr2) , (2.1.4)





2 − Se2Y r − 2e2Y + 3e2Y ηr2 + 2)V1x
r2(−1 + ηr2)
+
eY SeX(−rS − 2 + 3ηr2)V1y
r2(−1 + ηr2) −
e2Y (−r + S)V2x
r2(−1 + ηr2)
+
eY eX(−r + S)V2y





SeY eX(−rS − 2 + 3ηr2)V1x
r2(−1 + ηr2)
−S(3ηr
2e2X + 2− 2e2X − Se2Xr − 2ηr2)V1y
r2(−1 + ηr2)
+
eY eX(−r + S)V2x
r2(−1 + ηr2) −
e2X(−r + S)V2y
r2(−1 + ηr2) . (2.1.6)
2.2 Coordenada relativa e de centro de massa
Para um sistema de massas discreto, formado por um conjunto de massas pontuais,





• mi - Massa pontual i-ésima,
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Definido também a velocidade relativa como
vx = V2x − V1x,
vy = V2y − V1y,
podemos escrever V1x, V1y, V2x e V2y em função da velocidade do centro de massa e a
velocidade relativa, ou seja,
V1x =












Vyη + Vy + ηvy
η + 1
. (2.2.12)





substituimos as equações (2.1.3) e (2.1.5) na equacão acima e as velocidades V1x, V1y, V2x
e V2y em função da velocidade do centro de massa e a velocidade relativa. Portanto a




2 − 2Sηr2 − e2Y ηr − Se2Y − e2Y r + 2S)Vx
(ηr2 − 1)r2(η + 1)
+
2(3Sηr2 − ηr − S − r)eXeY Vy




2 − 2Sηr2 − e2Y ηr − Se2Y − e2Y r + 2S)vx
(ηr2 − 1)r2(η + 1)2
+
exeY (η − 1)(3Sηr2 − ηr − S − r)vy
(ηr2 − 1)r2(η + 1)2 . (2.2.13)






substituimos as equações (2.1.4) e (2.1.6) na equacão acima e as velocidades V1x, V1y, V2x
e V2y em função da velocidade do centro de massa e a velocidade relativa. Portanto a
aceleração do centro de massa no eixo y é
Ay = 2
(3Sη r2 − rη − S − r) eX eY Vx
(η r2 − 1) r2 (η + 1)
−2 (3Sη eX
2r2 − 2 η Sr2 − eX 2η r − eX 2S − eX 2r + 2S)Vy
(η r2 − 1) r2 (η + 1)
+
eX eY (η − 1) (3 η Sr2 − η r − S − r) vx
(η + 1)2 r2 (η r2 − 1)
−(η − 1) (3Sη eX
2r2 − 2 η Sr2 − eX 2η r − eX 2S − eX 2r + 2S) vy
(η + 1)2 r2 (η r2 − 1) (2.2.14)
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Definindo a aceleração relativa como
ax = A2x − A1x,
ay = A2y − A1y,
aplicamos os mesmos procedimentos realizados anteriormente chegamos nas seguintes ex-
pressões
ax =
SeX (η + 1)
η r2
− (η − 1) (3 eY
2η r2 − 2 η r2 − eY 2 + 2)SVx
η r2 (η r2 − 1)
+
(η − 1) (3 η r2 − 1) eY eX SVy
η r2 (η r2 − 1)
+
S (6 eY
2η2r2 − eY 2η2 − 4 r2η2 − 4 eY 2η − eY 2 + 4 η) vx
(η + 1) η r2 (η r2 − 1)
−eY eX S (6 r
2η2 − η2 − 4 η − 1) vy
(η + 1) η r2 (η r2 − 1) , (2.2.15)
ay =
SeY (η + 1)
η r2
+
(η − 1) (3 η r2 − 1)SeX eY Vx
η r2 (−1 + η r2)
−(η − 1) (−2 η r
2 + 3 r2η eX
2 + 2− eX 2)SVy
η r2 (−1 + η r2)
−SeX eY (−1− η
2 − 4 η + 6 η2r2) vx
(η + 1) η r2 (−1 + η r2)
+
S (−eX 2 + 6 η2eX 2r2 − 4 eX 2η − eX 2η2 + 4 η − 4 η2r2) vy
(η + 1) η r2 (−1 + η r2) . (2.2.16)
2.3 Coordenadas polares
Para determinarmos a aceleração radial e angular da forma descrita no capítulo
II consideremos uma partícula movendo-se no plano xy o vetor posição é
r = xxˆ+ yyˆ,








Definindo novos vetores unitários rˆ e θˆ e os vetores r e θ para expressar os vetores





x = r cos(θ),
y = r sin(θ),
podemos reescrever rˆ como
rˆ = xˆ cos(θ) + yˆ sin(θ).
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Dado os vetores unitários rˆ e θˆ em função dos vetores unitários xˆ e yˆ,{
rˆ = cos(θ)xˆ+ sin(θ)yˆ
θˆ = − sin(θ)xˆ+ cos(θ)yˆ
resolvemos o sistema acima para termos os vetores unitários xˆ e yˆ em função dos vetores
unitários rˆ e θˆ, ou seja, {
xˆ = cos(θ)rˆ − sin(θ)θˆ
yˆ = sin(θ)rˆ + cos(θ)θˆ
Escrevendo a aceleração como
a = axxˆ+ ayyˆ,
substituimos os termos xˆ e yˆ, assim obtemos
a = ax(− sin(θ)θˆ + cos(θ)rˆ) + ay(cos(θ)θˆ + sin(θ)rˆ), (2.3.18)
em que os termos ax e ay são dados pelas equações (2.2.15) e (2.2.16) respectivamente.
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Substituindo vx e vy conforme acima em ax e ay na equação (2.3.18), obtemos igualando




2(η − 1) cos θSVx
(ηr2)
+


















(η − 1)(ηr2 + 1) sin θSVx
(−1 + ηr2)r3η −
(η − 1)(ηr2 + 1) cos θSVy
(−1 + ηr2)r3η
+
S(−1− η2 + 2η2r2)










Podemos também reescrever as equações (2.2.13) e (2.2.14) utilizando as equações





(−1 + ηr2)r2(η + 1)((−ηr sin
2 θ − 2Sηr2
+3ηSr2 sin2 θ + 2S − r sin2 θ − S sin2 θ))Vx
+
2(3Sηr2 − ηr − S − r)) sin θ cos θVy
(−1 + ηr2)r2(η + 1)
+





(eta− 1) sin θ(−ηr + Sηr2 + S − r)







2(3Sηr2 − ηr − S − r) sin θ cos θVx
(−1 + etar2)r2(η + 1)
− 2
(−1 + ηr2)r2(η + 1)(−ηr cos
2 θ + 3Sηr2 cos2 θ
−2Sηr2 + 2S − S cos2 θ − r cos2 θ)Vy
+




−(η − 1) cos θ(−ηr + Sηr
2 + S − r)






3.1 Códigos para solução numérica
Neste apêndice encontra-se o primeiro código fonte para a resolução das equações





> A1x = −SeX
ηr2
+
e2Y (−S + ηr)V1x
ηr2(−1 + ηr2) −
eY eX(−S + ηr)V1y
ηr2(−1 + ηr2)
+
(−3e2Y η r2 + 2e2Y + 2ηr2 − 2 + Se2Y ηr)SV2x
ηr2(−1 + ηr2)
−eY eX(−3ηr
2 + 2 + Sηr)SV2y
ηr2(−1 + ηr2) ,
> A1y = −SeY
ηr2
− eY eX(−S + ηr)V1x




2 + 2 + Sηr)SV2x
ηr2(−1 + ηr2)
+
(−2 + 2e2X − 3ηr2e2X + Se2Xηr + 2ηr2)SV2y





2 − Se2Y r − 2e2Y + 3e2Y ηr2 + 2)V1x
r2(−1 + ηr2)
+
eY SeX(−rS − 2 + 3ηr2)V1y
r2(−1 + ηr2) −
e2Y (−r + S)V2x
r2(−1 + ηr2)
+
eY eX(−r + S)V2y





SeY eX(−rS − 2 + 3ηr2)V1x
r2(−1 + ηr2)
−S(3ηr
2e2X + 2− 2e2X − Se2Xr − 2ηr2)V1y
r2(−1 + ηr2)
+
eY eX(−r + S)V2x
r2(−1 + ηr2) −
e2X(−r + S)V2y
r2(−1 + ηr2) ,
118
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> eta1 := 2:






> EQ1:= diff(x1(t),t$2) = subs(s1,A1x):
> EQ2:= diff(y1(t),t$2) = subs(s1,A1y):
> EQ3:= diff(x2(t),t$2) = subs(s1,A2x):
> EQ4:= diff(y2(t),t$2) = subs(s1,A2y):
> Digits := 20;
> r0 := 18783.0:
> Dt0 := evalf((eta1+1)^(1/2)/(eta1^(1/2)*r0^(3/2))):
> n := 330:
N := 30:
step := evalf(2*Pi/(Dt0*n)):











> p := n*N:
VX1 := array(1 .. p+1):
VY1 := array(1 .. p+1):
VDX1:= array(1 .. p+1):
VDY1:= array(1 .. p+1):
VX2 := array(1 .. p+1):
VY2 := array(1 .. p+1):
VDX2:= array(1 .. p+1):
VDY2:= array(1 .. p+1):
prov := dsol(0.0):
prov := {prov[2], prov[3], prov[4], prov[5], prov[6],
prov[7], prov[8], prov[9]}:
VX1[1] := subs(prov, [T0, x1(t)]):
VY1[1] := subs(prov, [T0, y1(t)]):
VDX1[1]:= subs(prov, [T0, diff(x1(t), t)]):
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VDY1[1]:= subs(prov, [T0, diff(y1(t), t)]):
VX2[1] := subs(prov, [T0, x2(t)]):
VY2[1] := subs(prov, [T0, y2(t)]):
VDX2[1]:= subs(prov, [T0, diff(x2(t), t)]):
VDY2[1]:= subs(prov, [T0, diff(y2(t), t)]):
VR2[1] := subs(prov, [T0, (x2(t)^2+y2(t)^2)^(1/2)]):
VT2[1] := subs(prov, [T0, arctan(y2(t)/x2(t))]):
VDR2[1]:= subs(prov, [T0, diff((x2(t)^2+y2(t)^2)^(1/2), t)]):
VDT2[1]:= subs(prov, [T0, diff(arctan(y2(t)/x2(t)), t)]):
VR1[1] := subs(prov, [T0, (x1(t)^2+y1(t)^2)^(1/2)]):
VT1[1] := subs(prov, [T0, arctan(y1(t)/x1(t))]):
VDR1[1]:= subs(prov, [T0, diff((x1(t)^2+y1(t)^2)^(1/2), t)]):
VDT1[1]:= subs(prov, [T0, diff(arctan(y1(t)/x1(t)), t)]):
T:=T0:
k:=1:
for j from 1 to N do














VR2[k] := subs(prov2, [T, (x2(t)^2+y2(t)^2)^(1/2)]):
VT2[k] := subs(prov2, [T, arctan(y2(t)/x2(t))]):
VDR2[k]:= subs(prov2, [T, diff((x2(t)^2+y2(t)^2)^(1/2),t)]):
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step:=evalf((2*Pi)/(DT)*1/(n)):
od:
> S2 := {S = -1, eta = eta1}:
> a1x := subs(S2, A1x):
a1y := subs(S2, A1y):
a2x := subs(S2, A2x):
a2y := subs(S2, A2y):
> XY1 := [[VX1[l][2], VY1[l][2]]$l = 1 .. p+1]:
XY2 := [[VX2[l][2], VY2[l][2]]$l = 1 .. p+1]:
RXY := [[VX2[l][2]-VX1[l][2], VY2[l][2]-VY1[l][2]]$l = 1 .. p+1)]:
R := [[VX1[l][1], sqrt((VX2[l][2]-VX1[l][2])^2+(VY2[l][2]-VY1[l][2])^2]
$l = 1 .. p+1]:
CM := [[(eta1*VX1[l][2]+VX2[l][2])/(eta1+1),
(eta1*VY1[l][2]+VY2[l][2])/(eta1+1)]
$l = 1 .. p+1]:
VCM := [[(eta1*VDX1[l][2]+VDX2[l][2])/(eta1+1),
(eta1*VDY1[l][2]+VDY2[l][2])/(eta1+1)]
$l = 1 .. p+1]:
VCMx := [[VX1[l][1], (eta1*VDX1[l][2]+VDX2[l][2])/(eta1+1)] $l = 1 .. p+1]:
VCMy := [[VY1[l][1], (eta1*VDY1[l][2]+VDY2[l][2])/(eta1+1)] $l = 1 .. p+1]:








A1xy := [[a1x, a1y]$l = 1 .. p+1]:
A2xy := [[a2x, a2y]$l = 1 .. p+1]:
A1T := [([VX1[l][1], sqrt(a1x^2+a1y^2)]$l = 1 .. p+1]:
A2T := [[VX2[l][1], sqrt(a2x^2+a2y^2)]$l = 1 .. p+1]:
Para valores diferentes de η basta colocar no código o valor desejado assim como a
quantidade de pontos escolhendo adequadamente os valores de n e N . O segundo código
fonte é para a resolução do sistema de equações diferenciais (2.3.34) e (2.3.35) com o
centro de massa parado.












RK:=proc(eta ,S ,beta ,r0 ,n ,vC)
local
Dr0, Dt0, t0, step, T0, EQ1, EQ2, dsol, cond, T, i, prov1, prov2,






EQ1 := diff(r(t),t$2) = -4*S*(diff(r(t), t))/((eta+1)*r(t)^2)+(eta+1)*S/
(eta*r(t)^2)+r(t)*(diff(theta(t), t))^2:
EQ2 := diff(theta(t),t$2) = S*(-1-eta^2+2*eta^2*r(t)^2)*(diff(theta(t),t))/
((eta*r(t)^2-1)*eta*(eta+1)*r(t)^2)-2*(diff(r(t),t))*(diff(theta(t),t))/r(t):
dsol := dsolve({EQ1, EQ2, r(0) = r0, theta(0) = t0, (D(r))(0) = Dr0,
(D(theta))(0) = Dt0}, numeric):
cond:=sqrt((Dr0)^(2)+(r0)^(2)*(Dt0)^(2)):
T:=T0:
for i from 1 by 1 while cond<vC do
T := T+step:
prov1 := dsol(step):
prov2 := {prov1[2], prov1[3], prov1[4], prov1[5]}; VR := subs(prov2, r(t)):
VT := subs(prov2, theta(t)):
VDR := subs(prov2, diff(r(t),t)):
VDT := subs(prov2, diff(theta(t),t)):
dsol := dsolve(‘union‘({EQ1, EQ2}, subs(prov2, {r(0) = r(t), theta(0) =
theta(t), (D(r))(0) = diff(r(t), t),
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end do:
TR:=array(1..i-1):






T := RK(eta, S, beta, r0, n, vC):
NC := vectdim(T):
ff := fopen(‘ traj.txt ‘, WRITE):
aa := array(1 .. NC, 1 .. 5);
for i to NC do
aa[i, 1] := T[i][1]:
aa[i, 2] := T[i][2]:
aa[i, 3] := T[i][3]:
aa[i, 4] := T[i][4]:






[1] J. Olsen and K. McDonald, “Classical lifetime of a bohr atom,” 2005.
[2] J. De Luca, “Geometric integration of the electromagnetic two-body problem,” Journal
of mathematical physics, vol. 48, no. 1, p. 012702, 2007.
[3] H. M. França,H. Franco, C. P. Malta, “A stochastic electrodynamics interpretation of
spontaneous transitions in the hydrogen atom ,” European Journal of Physics, vol. 18,
p.343, 1997.
[4] R. Silva , H. M. França, “A Estabilidade do Átomo de Hidrogênio Segundo a Ele-
trodinâmica Estocástica ,” Revista Brasileira de Ensino de Física, vol. 24, p. 23-29,
2002.
[5] Landau, L.D. and Lifshitz, E.m., The Classical Theory of Fields. Butterworth-
Heinemann, 1975.
[6] Driver, R.D., Ordinary and Delay Differential Equations. Springer New York, 2012.
[7] Smith, G.S., An Introduction to Classical Electromagnetic Radiation. Cambridge Uni-
versity Press,1997 .
[8] J. Jackson, Classical Electrodynamics. Wiley, 1998.
[9] Goldstein, H. and Poole, C.P. and Safko, J.L., Classical Mechanics. Addison Wesley,
2002.
124
